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INTRODUÇÃO 
Um dos primeiros resultados sobre classificações de imersões 
de variedades obtido foi o teorema de Whitney - Graustein [t'lh], em 
1937, que classifica as imersões do circulo s 1 no plano euclidiano 
lR 2 a menos de homo1,:opié: regular, ou seja, a menos de deformações 
continuas no espaços das imersões. 
Em sua tese [sl], de 1958, Smale generalizou o resultado acima 
para o caso de imersões de S 1 em uma variedade qualquer. Em [s2] e 
[s3], de 1958 e 1959, ele aprofundou seu trabalho classificando as 
imersões da esfera Sk no espaço euclidiano JRn (n > k) , a menos de 
homotopia regular. 
Para isto, Smale associou a cada par de imersões f e g de 
em com ponto base, um elemento .Q(f,g) do k-ésimo grupo de h orno 
to pia TikVk(IRn) da variedade de Stiefel dos k-referenciais de IRn 
' 
obtendo, basicamente, o seguinte resultado. 
Teorema k n (Smale): Duas imersões f e g de S em IR {n > k) sao 
regularmente homotópicas se e somente se o invariante O(f,g) e nulo. 
Além disso, dados uma imersão g: Sk + IRn e um elemento 
o E n k Vk ( IRn ) , existe uma imersão f: sk -+ nf com ~ I f, g I = ~. 
O invariante de Smale O{f,g) e obtido geometricamente pela se 
guinte construção. Por meio de uma homotopia resular, fazemos f coin 
cidir com g no hemisfério inferior da esfera 
' e considera 
mos um campo v de k-referenciais tangentes definido no hemisfério su 
perior ' s" 
+ 
Um representante de aplicaÇão 
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k n 
w: s ~ Vk(IR ) dada por: 
r 
w(z) ~ l f*(z) .v(z) , se z E: 
g* (rz) .v(rz), se z E: 
onde r é a reflexão equatorial de Sk e f* e g* sao as derivadas 
de f e g, respectivamente. 
Em sua tese [H], de 1959, Hirsch conseguiu resultados extrema 
mente profundos sobre existência e classificação de imersÕes, basean 
do-se no trabalho de Smale e na teoria de obstrução. 
Um de seus resultados estabelece o seguinte. 
Teorema (Hirsch): As classes de homotopia regular de imersões 
da variedade Mk na variedade Nn estão em correspondência biunivo 
ca com as classes de homotopia equivariante das aplicações equiv~ 
riant.es entre os espaços totais Tk (M) e Tk (N) dos fibrados de k-re 
ferenciais tangentes de M e N, respectivamente, desde que n > k . 
Em 1968, Becker [B], utilizando um teorema de Hirsch-Haefliger 
[H-Hj 
' 
conseguiu mostrar que o conjunto das classes de homotopia r e 
gular de -imersoes de uma variedade fechada Mk em lRn admite uma es 
trutura de grupo, desde que uma imersão g: Mk ~ JRn seja fixada co 
mo ponto base e que estejamos no domínio estável (2n > 3k+l) • Esse 
grupo foi calculado, sob certas condições, em 1972, n~m trabalho de 
Larmore-Thomas [L-T] . 
Observemos que nos trabã.lhos acima citados, exceto nos de 
smale, os teoref:'_as obtidos são gerais, não levando em consideração 
a particular estrutura de cada variedade. Surge então a questão: se 
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especializarmos as nossas variedades, quais resultados obtemos? 
Dentro dessa filosofia, nos foi sugerido obter uma construção 
semelhante à do invariante de Smale com espaços totais de fibrados 
de esferas ao invés de esferas , utilizando o fibrado tangente ao 
longo das fibras.Poriamos em jogo então a estrutura intrinseca do fi 
brado de esferas , ficando próximo das idéias desenvolvidas por 
Smale. Como a consideração do fibrado tangente apenas ao longo das 
fibras trouxe dificuldades maiores, resolvemos estudar uma situação 
mais clássica, trocando-o pelo fibrado tangente global do fibrado de 
esferas. Com isto, obtivemos uma generalização do teorema de Smale , 
sob certas condições. 
Observamos também que, se um fibrado vetorial ç admitir duas 
secções independentes e se o fibrado tangente do fibrado de esferas 
associado S(ç) trivializar quando restrito a uma das secções, 
mos associar ao conjunto das classes de homotopia regular das 
pod~ 
imer 
sões de S(ç) em IRn, com uma imersão fixada como ponto base, uma es 
trutura de grupo, na linha de Becker [B]. 
As hipóteses acima são verificadas por exemplo quando 
soma de Whitney v k-1 <!) l <!) l ' onde l representa o fibrado 
de posto l sobre uma variedade >f11 e k-1 6l l v e o fibrado 
de uma imersão de Mm em rn.m+k que admita secçao normal. 
ç e a 
trivial 
normal 
Uo primeiro capítulo de nosso trabalho, apresentamos uma exp~ 
sição suscinta do trabalho de Hirsch e de Smale em seus aspectos im 
portantes ao nosso estudo. 
No segundo capitulo, apresentamos uma estrutura de grupo para 
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classes de homotopia de aplicações definidas em S(ç) ,desde que este 
apresente duas secções ortogonais, e estudamos a construção de Smale 
utilizando o fibrado tangente ao longo das fibras e o tangente gl~ 
bal de s ( ç) • 
Queremos ainda observar que , após os trabalhos básicos de 
Smale [sl], [s2] e [s3] e Hirsch [H], que são de natureza geométrica, 
a atenção geral ficou voltada para a utilização de métodos algébr~ 
cos via classes caracterlsticas, para a análise do problema de se 
equacionar a dimensão geométrica do fibrado normal estável de uma va 
riedade, que fornece a dimensão mínima de imersão de tal variedade 
num espaço euclidiano. Tal atitude, embora bastante explorada, nao 
conseguiu ainda resolver completamente o problema. 
Pretendemos, com o presente trabalho, apresentar uma tentativa 
de construção geométrica que, embora inspirada na de Smale, como no 
caso de Hirsch, representa uma ramificação não explorada e, a nosso 
ver, significativa. 
A pcosquisa aqui desenvolvida nao se fecha com este trabalho 
Um dos aspectos que abordaremos em seguida é do cálculo e melhor co 
nhecimento da estrutura de grupo aqui introduzida nas classes de ho 
motopia regular de imersões de S(ç) em IRn. Como observamos acima, 
pretendemos ainda analisar o desenvolvimento destas idéias levando-
se em conta o fibrado tangente ao longo das fibras de S(ç). Por su 
gestão de R. Lashof, poder-se-ia considerar, neste caso, nao i roer 
sões de S ( ç) em IRn, mas uma situação mais geral obtida tomando-se 
funções continuas f de S(ç) em nf que são imersões apenas quando 
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restritas as fibras de S(~). 
Uma pergunta, que deverá ser abordada apos um melhor conheci 
menta dos aspectos acima levantados, é a seguinte: o que se passa 
quando o fibrado ç , considerado neste trabalho, e o fibrado nor 
mal de um mergulho de uma variedade Mn em IRn, o qual induz um 




é contínua. Se f for regularmente homotópica a g relativo a A, 
caremos tal fato por 
rel A. 
f o g rel A. Se A ~ ~ 
X 
, omitiremos o 
l.l.l. DEFINIÇÃO DE FIBRADO NORMAL DE UMA HIERSÃO 
indi 
termo 
Dada uma imersão f: Mm ~ Nn, sua derivada f* induz uma apl~ 
caçao de TM no fibrado induzido de TN por f. O conúcleo de tal 
aplicação é denominado fibrado normal da imersão f e vamos denotá-
lo por v (f). 
Em termos de diagrama, temos 
A I 
f. I q f. TN 
TM > f. TN > \J(f) ~ 
\ /, f* (TM) 
H > N 
I 
onde f" TN denota o fibrado induzido de TN e a aplic~ 
çao induzida por f* e q é a aplicação quociente. 
I 
Se colocarmos uma métrica em f" TN, podemos identificar, a me 
nos de isomorfismo, o complemento ortogonal da imagem de f* com 
v (f) e 1 como f* e injetora, essa imagem f* (TH) pode ser identifi 
cada com TM. Podemos assim escrever a menos de isomorfismo, a equ~ 
-çao 
1 
TM ffi v(f) =f" TN ; 
onde ffi indica a soma de t"ihitney. 
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CAP1TULO I 
O INVARIANTE DE HIRSCH - SMALE 
§1. DEFINIÇÕES E NOTAÇÕES BÂSICAS 
Sejam ~ e Nn variedades diferenciáveis de dimensões m e n, 
respectivamente, com n > m. O termo diferenciável, em tudo o que se 
gue, significará classe c~ 
Uma imersão f: N -+ N e uma aplicação diferenciável cuja deri 
vada f* tem posto m em cada ponto de M. 
Se duas imersões f e g e suas derivadas coincidirem num subcon 
junto A C M, dizemos que f e g sao tangentes em A e denotaremos tal 
fato por (f,f 0 ) [A = (g,g 0 ) [A. 
Seja TM o fibrado tangente de M. A restrição de TM a A será de 
notada por TM[A. Se p ~ M, {TM)P representará a fibra sobre p. 
O fibrado dos k-referenciais tangentes à M será denotado por 
TkM e indicaremos também por f*: TkN-+ TkN a aplicação 
pela derivada da imersão f. 
induzida 
Observemos que TkiRn pode ser identificado com o produto 
do espaço euclidiano pela variedade de Stiefel 
Vk (IRn) dos k-referenciais de nf. 
Uma homotopia regular relativa a A entre duas imersões f e g 
de M em N e uma homotopia Ht entre f e g que em cada estágio e 
uma imersão e tal que a homotopia ir.duzida Ht no fibrado tangente 
• 
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Quando N = IRn, TIRn e o fibrado trivial de posto n, repr~ 
sentado por n 1 e temos 
TM ~ v(f) ~ n . 
Veremos, do trabalho de Hirsch, que um fibrado v que satisf~ 
ça a equação acima, é o fibrado normal de uma imersão n f:l'-1-+IR. 
Seja Mm uma variedade compacta. Uma imersão f: Mm -+ IRn in 
duz uma aplicação f de M na grassmanniana Gm(nf) dos m-planos 
n de IR , associando a cada ponto z t: H a imagem, via f*, do espaço 
tangente (TM) 2 . Essa aplicação 
caçao tangente. 
f: M-+ G (IRn) será denominada 
m 
Se M for orientada, podemos considerar a grassmanniana 
Gm(IRn) dos rn-planos orientados de IRn, na definição acima. 
onde 





v (f) , Yn 
J e l f 
> G (m n) M f 
m 









e e o seu 
apl~ 
com 
1.1.2. DEFINIÇÃO: Denominamos classe normal da imersão f: Hm -+ IRn 
a classe de Euler e(v(f)) E Hn-m (Mn;Z) do fibrado nornal v(f). 
Temos e(v{f)) = f*(e(Yl)), onde f* é a aplicação induzida 
por f em cohomologia. 
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Observemos que as classes caracteristicas associadas ao fibra 
do tangente de M nao distinguem aplicações tangentes de imersões , 
ao contrário da classe normal. 
§2. 0 INVARIANTE DE SMALE 
Para classificar as classes de homotopia regular de imersões 
da esfera Sk em IRn, com n > k, Smale [s3] utilizou a constru 
çao geométrica apresentada a seguir. 
Seja p um ponto de Sk e sejam z 0 E (TkSk)p um k-referen 
cial tangente a Sk em p e (y 0 ,v0 ) um elemento do produto. 
IR.nxVk(IRn). 
1.2.1. DEFINIÇÃO: Uma imersão f: Sk + IRn é denominada uma imersão 
com ponto base se f*(z 0) = (y 0 ,v0 ), e uma homotopia regular é deno 
minada homotopia regular com ponto base se em cada estágio for uma 
imersão com ponto base. 
Dadas duas imersões com ponto base f,g: Sk ~ IRn, podemos de 
formar g por meio de uma homotopia regular com ponto base, de mo 
do a coincidir com f numa vizinhança de p difeomorfa a um disco 
fechado Dk. 
Desse modo, podemos considerar f e ç tangentes no hemisfério 
inferior Sk da esfera com n como polo sul. 
Uma vez que o fibrado tangente de sk restrito ao hemisfério 
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superior s~ é trivial, podemos fixar uma secçao v em {Tksk) ls~ . 
Como as derivadas f* e g* coincidem no equador de sk, 
bem definida a aplicação w de Sk em Vk(IRn) dada por: 
[ f*(x).v(x) ' se X c sk ' + w (x) ~ g* (rx) .v(rx), se X c sk 
onde r: sk + sk é a reflexão equatorial. 
está 
Aqui estamos identificando o fibrado dos k-referenciais tange~ 
tes de IRn com a variedade de Stiefel n Vk (IR ) . 
1.2.2. DEFINIÇÃO: A classe de homotopia da aplicação w e o 
riante de Smale il(f,g) E nkVk(IRn). 
Smale obteve o seguinte resultado {[S3]l: 
in v a 
1.2.3. TEOREMA: Se f e g são imersões com ponto base de Sk em IR~ 
com n > k, então elas são regularmente homotópicas com ponto base 
se e somente se Q{f,g) =O. Além disso, dados um elemento 
e uma imersão f: Sk ~ JRn com ponto base, existe 
uma imersão com ponto base g: sk ~ IRn tal que Q(f,g) = n 0 
Este teorema estabelece uma bijeção entre as classes de homoto 
pia regular com ponto base de imersÕes de Sk em JRn e os elementos 
dO grUpO de homotopia TI k Vk ( J:il ) • 
Se n > k+l, as palavras ponto base podem ser omitidas do enun 
ciado do teorema aci~a. 
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Smale mostrou também que, se f se estender ao disco Dk e 
~{f,g) =O, então g também se estende. 
Como 2k 1rkVk(JR ) é Jgual a Z se k for par ou 1, e a z 2 se k 
for lmpar maior çue 2, existem infinitas classes de homotopia reg~ 
lar de imersÕes de , se k for par ou 1, e apenas duas 
se k for impar maior que 2. 
Se n :::_ 2k+l, duas quaisquer imersões de Sk em IR n sao reg~ 
larmente homotópicas, pois neste caso 
Um resultado surpreendente e que duas quaisquer imersões com 
ponto base de s 2 em IR 3 são regularmente homotópicas, pois 
V 2 (IR3 ) ~ 80(3) 
Vamos agora caracterizar as imersões de s 2k em IR 4 k através 
de suas classes normais, que pertencem a H2k(s 2k;Z) = z. 
1.2.4. TEOREMA: Sejam f e g duas imersões de s 2k em IR 4 k. Então f 
é regularmente homotópica a g se e somente se e(v(f)) = e(v(g)). 
Demonstração: Seja a projeção que 
associa a cada referencial o plano por ele gerado. 
As imersões f e g: s 2k + IR 4k induzem as aplicações tange~ 
tes zk - 4k f e g: S -+ G2k(IR ), respectivamente. 
Temos o seguinte diagrama comutativo: 
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s'k 
f;; g, G (IR 4k) P, V (IR 4k) TI 2k > TT2k < n,k 2k zk 
h h h 
f. 
' 
g. p* H (S 2k) > H,kiGIIR 4k)) 4k < H2k IV zk I IR ) ) 2k 
onde as verticais sao aplicações de Hurevlicz e as demais sao induzi 
das de f,g, e p em homotopia e homologia. 
Se e i" (f)) "' e(v (g)), temos f* ~ g*, por [L-S]. 
Seja S um gerador de Por construção, temos 
p;t C(f,g) f;c (S) - g~ (S), 
e pelo diagrama acima, 
Como p* é bijetor, por [L-S], temos h 2 (Q(f,g)) =O. Uma vez 
que h 2 é isomorfismo, concluímos que n(f,g) =O e pelo teorema de 
Smale 1.1.2., f"' g. 
r 
A reclproca é trivial. 
Um dos resultados de Hirsch é exatamente a generalização do 
teorema acima para variedades compactas orientadas de dimensão par. 
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§3. O TRABALHO DE HIRSCH 
Apresentamos aqui a parte da obra de Hirsch relevante para nos 
so estudo. 
Hirsch [H] construiu uma "teoria de obstrução" utilizando o 
invariante de Smale ligeiramente generalizado e definindo um novo 
invariante T cuja nulidade garante que uma imersão f: Sk-l ~ IRn 
com campo de vetores normais fN pode ser estendida a Dk com de 
rivada na direção normal ao bordo de Dk igual a f~. 
Nesta teoria, imersões são construidas esqueleto a esqueleto , 
o que apresenta a primeira dificuldade , pois um esqueleto não é uma 
variedade. Outra dificuldade é que os invariantes estão definidos p~ 
ra bordos de discos, enquanto que variedades trianguladas são campo~ 
tas por simplexos. 
Para transpor essas dificuldades, Hirsch introduziu o conceito 
de M-imersão de um conjunto A contido numa variedade M. 
M IMERSÕES 
Sejam M eN variedades e A c M um subconjunto. 
Consideremos f: A~ N e f': TMIA ~ TN aplicações continuas 








1.3.1. DEFINIÇÃO: O par {f,f') é uma M-imersão de A em N se existir 
um aberto O em M com A CU e uma imersão g: U ~ N tal que 
g*j (TMjA) ~ f'. 
Observemos que necessariamente giA = f, ou seja, g estende f, 
e f é completamente determinada por f'. 
Uma imersão g com a propriedade acima e denominada extensão 
admiss1vel da M-imersão (f,f'). 
Usaremos a notação (f,f'): A+ N para denotar uma M-imersão de 
A em N. 
Consideremos o espaço das aplicações continuas de TMIA em TN 
com a topologia compacto-aberta. A inclusão (f,f') + f' induz uma 
estrutura de espaço topológico no conjunto das M-imersões de A em N. 
Podemos agora definir M-homotopia regular entre M-imersões. 
Sejam {f,f') e (g,g') duas M-imersões de A em N tangentes num 
subconjunto B CA, possivelmente vazio. Ou seja, f)B = g)B e 
f') (TMjB) = g'j (TMjB). Como em 1.1, denotamos tal fato por(f,f'))B 
~ (g,g')jB. 
1.3.2. DEFINIÇÃO: Uma M-homotopia regular relativa a B entre as M-
imersões (f,f') e (g,g') é um caminho continuo (ht, h~) no espaço 
das M-imersôes ligando (f,f') 'a (g,g') e tal que (ht,h~) IB = (f,f') )B. 
Especializaremos agora nossa apresentação Para discos e esfe 
r as. 
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Sejam k k k-1 D o k-disco unitário centrado na origem em IR , S 
seu bordo e Bk uma k-bola aberta contendo Dk. Em tudo o que segu~ 
entendemos imersões de Dk em IRn como restrições de imersões de 
Bk, e campos transversais a imersões de Dk como restriçÕes de cam 
pos transversais a imersões de Bk , ou seja, campos de vetores nao 
tangentes a imersões de Bk. 
Denotaremos por j (k,n;q) o espaço das IRq - imersões de Dk 
em o espaço das lR q - imersões de 
IRn, com as topologias determinadas acima. 
k-1 s 
Relacionaremos IRq - imersões com campos transversais. 
em 
Consideremos o conjunto dos pares (g,~), onde g: Dk + JRn e 
uma imersão e W e um r-campo de vetores transversais a g. Podemos 
dotar este conjunto de urna topologia induzida do espaço produto do 
espaço das imersões de Dk em JRn (com a topologia C l) pelo espaço 
das aplicações de Dk em T IRn (com a topologia compacto-aberta) . 
r 
1.3.3. TEOREMA: Existe um homeomorfismo entre o espaço 
Í (k,n; k+r) das k+r . -lR - J.mersoes de e o espaço dos p~ 
res (g,~), onde g é uma imersão de Dk em e e um r-cam 
po transversal a g. 
Seja · - · - · d TIRk+r. O n· orneornorfl" srno e a J.-esl.ma secçao canonJ.ca e i 
e dado por (f,f') + (f,W), com ~ definido por 
\fi (x) 
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Demonstração: Vamos exibir a inversa da aplicação enunciada. 
Para cada par (f,W), definimos como se 
gue. 
Decompomos como a soma 
gerado por ek+ 1 , ... , ek+r , e fazemos 
f' (X) ~ f* (X) , se X €. TDk 
e 
Resta mostrar que f se estende a uma imersão conveniente de 
um aberto de IR k+r 
Seja U uma vizinhança tubular de Bk em IR.k+r e seja 
e: U + TIRk+r/Bk a identificação de U com a vizinhança da secçao 
nula do fibrado normal de TBk em TIRk+r/Bk. 
Definimos g: U + IRn como a composta 
u e > TIR k+r I Bk f' > TJRn---> lRn 
onde a última aplicação e a projeção usual. 
Temos g.l (TIRk+riDk) ~ f' e, por continuidade, g. 
posto máximo numa vizinhança de Dk. Ainda g!Dk ~ f. 
Isto mostra que (f 1 f I ) e uma IR.k+r - imersão de Dk 
A continuidade das aplicações envolvidas decorre das 
-çoes das topologias. 
Um resultado análogo vale para k-1 s . 
apresenta 
em lRn . 
defini 
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1.3.4. TEOREMA: Existe um homeomorfismo entre o espaço f (k,n;k+r) 
das IRk+r- imersÕes (f,f')! Sk-I -+ IRn 
{g,lji), onde g e uma imersão de k-1 s 
e o espaço dos pares 
em e e um (r+l)-
campo transversal a g. O homeomorfismo e explicitado por 
(ftf') -+ (f,~), com ~ definido por 
onde x representa indistintamente um ponto da esfera k-1 s e o ve 
tor normal unitário por ele determinado. 
Demonstração: vide [H] 
O TEOREMA DA EQUIVALENCIA FRACA DE HOMOTOPIA 
1.3.5. DEFINIÇÃO: Dizemos que uma aplicação continua entre dois esp~ 
ços topelÓgicos é uma equivalência fraca de homotopia se induzir iso 
morfismo entre os grupos de homotopia, em todos os niveis. 
Seja pq: ~ (k,n;q) -+ ~' (k,n;q) definida por 
Pq(f,f') ~ (fjSk- 1 , f'j(TIRqjsk- 1 )). 
1 . 3 • 6 • LEI>1A: Se k < n, pq tem a propriedade do levantamento de 
motopia para poliedros. 
Demonstração: vide [H]. 
h o 
Dado (f,f') E 1 (k,n;g), seja rq(f,f') o subespaço das IRq-




-que sao tangentes a {f,f') no bordo 
r'(ff') q ' o espaço definido por 
k-1 
s ' 
r' (f, f') 
q 
k 
={g: D-+ = (f'(e 1 (x)), ••• ,f' 
k-1 (eq(x))),\lxcS ) 
com a topologia compacto-aberta. Aqui ei e a i-ésima secção canônica 
de TJRq. 
Esses dois espaços sao relacionados através de uma aplicação 
~:r (f f')+ r'(f f') q q , q , definida por 




(h' (e 1 (x)), ••• ,h' (eq(x))). 
O seguinte teorema desempenha um papel importantissimo na teo 
ria da Hirsch, permitindo-nos definir os invariantes. 
1.3.7. TEOREMA: Para k < n e (f,f') E 1 {k,n;q), a aplicação 
<1>: r (f f') r'(f f') q q I + q I é equivalência fraca de homotopia. 
Demonstração: vide [H] 
OS INVARIANTES 
Vamos agora definir o invariante de Smale-Hirsch. 
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Sejam {f,f') e (g,g') JR q - imersões de Dk em tange~ 
tes em k-1 S , ou seja, (f,f'), (g,g') e: j (k,n;q) com 
Então e sao aplicações de Dk em 
coincidentes em 
d(<q(f,f'), oq(g,g'll obstrução a existência 
de homotopia k-1 (rel S ) entre 
1.3.8. DEFINIÇÃO: O invariante de Smale-Hirsch é a classe 
e é denominado 
a obstrução a uma JR q homotopia regular entre as IR q imersões 
(f,f') e (g,g') de Dk em IRn. 
sao obtidos aplicando -se 
f' e g' ao campo de q-referenciais canônico (e 1 , .•. ,eq) de 
coincidem no bordo k-1 s 
e 
Uma explicitação do invariante de Smale-Hirsch e então a se 
guinte. 
Identificamos os hemisférios superior 
sk com Dk e definimos w: sk ~ v {IRn) 
q por 
w (x) ~ { (f' (e 1 (x)), ••• ,f' (eq (x))) 
e inferior de 
se x E 
se x c: 
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O invariante ~(f',g') e a classe de homotopia de w. 
Suas propriedades são dadas pelo seguinte teorema • 
1.3.9. TEOREMA: Se k < n , 
a) Q{f' ,g') == O se e somente se existe uma lRq- homotopia 
regular (rel k-l S ) entre (f,f') e (g,g'); 
b) dados (f,f') E j (k,n;q) e 
(g,g') ('_ rg(f,f') tal que Q(f',g') =a; 
c) se (g,g'), (h,h') E r (f,f'), então q 
Q{f',g') + Q(g',h') = ,Q(f',h'); 
d)Q(f',f')= o • 
' 
e) se Q(f 1 ,g') =O e se H: Dk :.: I -+ V (IR n) 
q 
k-l (rel S ) entre e ~q(g,g'), existe uma 
e uma homotopia 
IR q - homotopia oq(f,f') 
k-l (rel s ) entre (f,f') e (g,g') tal que a aplicação 
Dk x r+ Vq(IRn) dada por (x,t) + ~q(ht' h't) (x) é homotópica a 
H(rel Dk x ar u sk-I x I). 
Demonstração: Segue do teorema 1.3.7 e das propriedades usuais 
de obstrução. A referência para essas propriedades é [st]. 
Definiremos agora o invariante de Hirsch, cujo anulamento pe!:_ 
mitirã estender lF. q - imersões de 
k-1 n Seja (f,f'): S -+ lR uma 
k-l s a 
lR q - imersão. 
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1.3.10. DEFINIÇÃO: O invariante de Hirsch é a classe de homotopia da 
aplicação dada por x ~(f' (e 1 (x)), ••• ,f' (eq(x))) , 
que será denotada por T(f') E: n "k v (lR ) • 
-] q 
1.3.11. TEOREMA: Se k < n e T(f') =O, então {f,f') se estende a 
uma IRq-imersão (g,g') de Dk em 
Idéia da demonstração: Observemos que (f,f') c j' (k,n;q) é es 
tendivel a Dk se existir (g,g') c j (k,n;q) tal que 
Pq(g,g') = (f,f'), 
Como p : j (k,n;q) -t- ~· (k,n;q) tem a propriedade do levant~ q 
menta de homotopia (lema 1.3.6), se existir urna JRq- homotopia re 
gular entre (f,f') e (h,h') em j• (k,n;q) então (f,f') admite exten 
-sao a se e somente se (h,h') o admitir. 
Com isto, a demonstração é feita construindo-se uma IRq-imer 
-sao de k-l s em IR n que se estende a Dk 
homotÓpica a- (f f') 
' . 
e é regularmente 
Uma motivação para o próximo lema é sugerido pela seguinte si 
tuação, encontrada na definição do invariante de Smale 1.2.2. 
Sejam f e g duas imersões de M em IR n tangentes num ponto p 
de M. Desejamos deformar g por uma homotopia regular de modo a tor 
nâ-la coincidente coP.J f nur.1a vizinhança de p em M. 
Denotaremos por Im (M, lR n) 
IRn com a topologia c 1 • 
o espaço das imersÕes de M em 
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1.3.12. LEMA: Seja L um subcomplexo finito mergulhado em M. Seja W 
uma vizinhança de L em M e sejam C um espaço compacto e F e G 
cações de C em Im(M,IRn). 
apl.:!.:_ 
Suponhamos que, para cada c e C, (F(c} ,F(c)*)IL=(G(c) ,G(c)*)IL. 
Então existem um aberto V de M com Lc. V c V c W e uma homoto 
pia Ht de C no espaço Im{M,Rn) satisfazendo a: 
1) H0 = G ; e para todo c c c , temos 
2) (Ht(c), Ht(c)*)IH-W ~ (Gicl, G(c)*)IH- W; 
3) (H 1 (c), H 1 (c)*) I V ~ (F (c), F (c)*) I V; 
4) Ht(c) tem a 17\esma classe de diferenciabilidade que 
G(c) e F(c), e 
~ (F(c), F(c)*) lx onde x e: M. 
A demonstração desse lema é essenciêümente construtiva e é fei 
ta deformando-se G(c) sobre os sucessivos esqueletos de L. Encon 
tra-se em [H] (lema 2.5) e não a apresentaremos aqui. 
1.3.13. COROLÂRIO: Sejam M uma variedade e K c M una subvarieda 
de e suponhamos que M possua uma estrutura celular de modo que K 
seja um subcomplexo finito. Seja w uma vizinhança de K em H. 
Sejam f e g duas -imersoes de H em IRn tangentes em K. 
Então existem um aberto v contendo K e uma imersão g, tais 
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que g 1 é regularmente homotópica à g(rel K U (M-W))e 
Demonstração: Basta aplicar o lema 1.3.11. com L = K, C igual 
a um ponto {p) e F{p) ~ f e G{p) ~ c. 
IMERSÕES DE SIMPLEXOS 
Estenderemos as definições de T e n para JR q - imersões de 
simplexos. 
Representaremos por [),k um k-simplexo fixado em JRk com bari 
centro na origem e bordo ank. Seja sk-l a esfera que o circunscreve. 
Seja e: sk-l 7 a~k a projeção radial obti 
da associando-se a cada k-1 x E S o ponto e (x) in 
tersecção de dók com a semi-reta que liga x a 
origem. 
Fixada uma orientação em k-1 s ' orientamos 
3[),k de modo a e preservar a orientação. 
seja (f,f'): at.k-+ IRn uma IRq - imersão e, como usualmente, 
o campo dos q-referenciais canônicos de 
1.3.14. DEFINIÇÃO: c(f 1 } E 
aplicação 
n 
"k V I IR l 
-j q 
dada por 
x ~ (f' (e 1 (e (x)), .•• ,f' leqle (x) )». 
e a classe de homotopia da 
rial. 
- 19 -




Seja 8': Dk + 6k uma extensão de 8 ao dis 
co e seja p': Sk + 6k a aplicação composta 
p • = e ' o p , onde k p : s 
cal 
Vx k = (x 1 , ••• ,xk+l) e S. 
Sejam (f 1f') e (g,g') 
em IRn tangentes em aok. 
e a projeção verti 
JR q - imersões de llk 
1.3.15. DEFINIÇÃO: Q(f' ,g') E 
aplicação sk -+ v (IR n) 
q 
e a classe de homotopia da 
' 
(g' (e 1 (p' (x) )), o o o ,g' (eq (p' (x)) )), se xk+l < O o 
PROPRIEDADES DE T E Q 
1.3.16. TEOREMA: Se (f,f'): Ollk-+ IRn e uma IRq - imersão, com k<~ 
e se T (f') =O , então (f,f') se estende a uma IRq-imersão de 6k 
em 
Demonstração: Primeiramente construiremos uma JRq - imersão 
( ')d [lk JPn K,K e em . com T(K 1)=T(f 1 ), 
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Para isto, seja h: u 7 IRn uma extensão admissivel de (f,f') 
com <Hlk C U c IRq, U aberto. Seja E > O um número tal que a vizi 
nhança V(E} em IRq de d~k dada por 
esteja contida em U. 
Seja a: 
a (Sk- 1 ) C 
Dk -+ JR k um mergulho preservando a orientação tal 
que interior (ók) e, para todo x sk-1 E ' 
distãncia {a (x) , e {x)) < E:. 
K ' • 1 • 
Então a (Sk- 1 ) C lR k n V(c) CU. 
Observemos que 
Seja K 1 : 
TIR.qlsk-1 -+ 
k-1 s 
I k-1 - h - . a s e omotop1ca a e. 
-+ IRn a imersão h 0 (a/Sk-l) 
dada por 
se i= l, ... ,k e 
Ki (ei (x)) = h*ei (a (x)) , se i = k+l, ..• ,q. 
e seja 
Q par ( K l 1 K 1 ) -e uma JR q - imersão de k-1 n s em IR (uma exten 
sao admissível pode ser construída de modo análogo ao da prova de 
1.3.3). 
Mostremos que T{f') = T(K~). 
Cada uma das aplicações k-1 n S -+ Vk (IR ) , definidas respectiv~ 
homotopic~ 
mente nula, pois se estendem ao disco Dk , e portanto são homotÓp2:_ 
cas entre si. 




que e homotópica a 
a qual, por sua vez, é homotópica a 
x~ (h*e 1 {e (x) }, ••• ,h*eq(e (x) )) , 
através da homotopia at: Sk-I ~ u, entre a[Sk-l e e, dada por 
"t (x) ~ (1-t) a (x) + t (8 (x) - a (x)). 
Como h* "" f' em TJR q[ aók, essa última aplicação representa 
T(f'), e concluímos que T(K')::::: -r(f'). 
Suponhamos agora que T(f') =O. 
Por 1.3.11., (K 1 ,Ki) pode ser estendida a uma IRq-imersão 
(K,K 1 ) de Dk em IRn. 
vamos construir a extensão de (f,f'). 
Seja (~,g'): a(Dk)-+ rn.n a IRq-imersão definida por 
g(a(x)) = K(X), g'(a*(ei(x))) = K 1ei(x), para i= l, ... ,k, e 
g' (e i (a (x))) = K 1 (e. (x)), para i = k+l, •.. ,q. 2 • 
Temos (g ,g') I a (Sk-1) ~ (h,h*) I a (Sk-1) • 
Seja g 1 uma extensão admissivel de g. Aplicando o lema 1.3.12, 
podemos supor que g 1 e h coincidem numa vizinhança de a(Sk-l) em 
rnq. 
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Definimos a extensão {f 0 ,f~_) de (f,f') justapondo h e g! 
f o' 6 k-+- JRn e dada por 
f 
0 
(x) t(x) se X E u n ,t, 
g 1 (x) se X E a(Dk) 
e f '· TIRq[,k + TIRn d f" "d 0 - n e e 1n1 o por: 
se X. e um vetor de TlRq[ LI k na fibra sobre x, 
r h* X R e X E U f"\ LI]~ 1 f'X = l ' g l *X se X E a (Dk) 
Isto completa a demonstração. 
Observação: f admite uma extensão admissivel que coincide com 
h ern uma vizinhança de aõk. 
Os dois teoremas seguintes apresentam as propriedades de Q. 
1.3.17. TEOREMA: Seja k < n. se (f,f') e (g,g') sao IRq-imersões 
de n em IR tangentes em com Q(f',g') =O, então 
uma IRq-homotopia regular entre (f,f') e (g,g'). 
existe 
Sua prova é similar à de 1.3.16 e nao a apresentaremos aqui.E~ 
contra-se em [H] (teorema 4. 2). 
1.3.18. TEOREMA: Sejam (f,f'), (g,g') e (h,h') IRq ~imersÕes de llk 
n k 
em IR tangentes em ali • Temos: 
urna 
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a) ll(f',g') + rl{g',h') = rl(f',g') 
b) rl(f',f') =o; 
c) dado a e 1T V (IRn), existe {g,g') tal que Q(f' ,g') =a; k q 
d) Suponhamos Q{f',g') =O e k < n. Seja 
homotopia (rel dbk) entre as aplicações 
• 
x~ (g' (e 1 (x)), ••• ,g' (eq (x))) 
k n F:!::. xi-+V (JR) q 
e 
Então existe uma IRq-homotopia regular {ft,f~) entre (f,f'}e 
(g,g') tal que a aplicação õk x I-+ V (IRn) definida por q 
(x, t) -+ (ft (e 1 (x)), ••• , f~ {eq (x) ) ) é homotópica a 
F (rel at:.k x I V t:.k x ar). 
Demonstração: Decorre diretamente da definição de n e de 1.3.~ 
IMERSÕES DE VARIEDADES 
Estudaremos o problema de estender M-imersões e M - homotopias 
regulares definidas no i-esc.:ueleto de M para o (i+l}-esqueleto. 
Vamos transformar este problema no de estender secções de um 
certo fibrado. 
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Seja M uma variedade diferenciável de dimensão k. 
O grupo GL(r) das matrizes reais r x r inversiveis, com r < q, 
age à direita sobre o fibrado T M dos q-referenciais tangentes de M, q 
através da multiplicação matricial 
GL (r) x T M ~ T M q q 
r 
I: a .. X., j=l )1 J se i l, ... ,r, e Yi == Xi, se i = r+l, ... ,q, onde 
A~ (aij). 
Considerarer:tos também a açao de GL (r) à esquerda sobre 
dada por -1 A• (X 1 , ••• ,Xq) = (X 1 , ••• ,Xq) .A 
T M q 
Mais geralmente, sejam V e W espaços topolÓgicos e G um grupo 
topolÓgico atuando à direita sobre V e à esquerda sobre w. 
1.3.19. DEFINIÇÃO: Uma aplicação continua f: V+ W é equivariante se 
comutar com a açao de G, ou seja, 
-1 f(v.g) = g .f(v) , ~v c v e Vg c G. 
Por exemplo, se f: M + N for uma imersão entre as variedades 
M e H, f*: T M ---7 T N é e qui variante em relação às ações de q q GL(r) 
acima descritas. 
1.3.20. DEFINIÇÃO: Uma homotopia e dita equivariante se o for em ca 
da estágio. 
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Usaremos a notação 
e 




um G-fibrado principal e Y um espaço topológico com 
G atuando à direita sobre E e à esquerda sobre Y. 
O fibrado associado E' com fibra Y é construído como segue: 
+p' 
B 
E' é o espaço quociente ExY sob a equivalência 
-j (e,y)-(e.g,g .y), Ve E E, Vy E Y e Vg E G, e p':E' ~ B é a 
aplicação p' ((e,y)) = p(e), onde (e,y) é a classe de eqUivalência 
de (e,y). 
1.3.21. TEOREMA: o espaço das secçoes do fibrado E' é homeomorfo 
>p' 
B 
ao espaço das aplicações equivarian~de E em Y (ambos os espaços do 
tados da topologia compacto-aberta) . 
Demonstração: A cada aplicação f': E+ Y equivariante asso 
ciamos a secçao s; B -r E' dada por s(x) = (e,f'(e)), onde e e 
qualquer elemento na fibra -1 E' = p' (x) sobre x ~ B. É trivial a ve 
X 
rificaç.ão da consistência dessa definição. 
Inversamente, dada a secção s: B -+ E' , definimos f': E -+ Y 
por f' (e) = y, onde y é dado por sp(e) = (e,y}. 
A continuidade das associações acima decorre das definiçÕes~ 
topologias. 
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Este teorema transforma o problema de extensão de aplicações ou 
homotopias equivariantes no problema correspondente sobre secções. 
Suponhamos agora que B seja um complexo simplicial. 
Seja L c B um subconjunto. 
Denotemos por Bi o i-és imo esqueleto de B e seja s: L V Bi 7 E' 
uma secçao. Suponhamos também que Y seja simples na dimensão i. 
Vamos apresentar resumidamente a construção da cocadeia obstru 
ção de s. Maiores detalhes estão [st]. 
Para cada x E B, seja nx o grupo 
{~x} formam um sistema local. 
-1 
n. (p' (x}). Os grupos 
l 
Para cada simplexo a de B,seja b(o) seu baricentro, e seja 
i+l C (B,L;{nb(o)}) o grupo das (i+l) - cocadeias relativas de B(rnod L) 
com valores no sistema local 
A cocadej_a obstrução c(s) é definida como segue: suponhamos 
que a tem uma orientação e seja gt; ao ~ o uma homotopia tal que 
ga(x) = x e g 1 (x) = b(a). Como s recobre g 0 , podemos construir uma 
homotopia st recobrindo gt tal que s 0 = s. 
Então c(s) (o) é a classe de homotopia da aplicação 
-1 
s 1 : do-+p' (b(o)). 
1.3.22. DEFINIÇÃO: A obstrução a estender uma aplicação equivaria~ 
te 
-1 f': p (LU Bi) -+ Y é a cocaâeia obstrução a estender a corres 
pendente (por 1.3.20) secção s: LU Bi ~E'. 
Usaremos a notação c(f') para c(s). 
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Então f' se estende a uma aplicação equivariante de 
-1 
p (LVBi+l) se e somente se c(f') =O. 
Da mesma maneira, podemos definir a obstrução a existência de 
homotopia equivariante. 
1.3.23. DEFINIÇÃO: Se f' e g' são aplicações equivariantes que coin 
cidem em p -l {L v Bi), a obstrução à existência de homotopia equiv~ 
riante (rel Lu Bi) entre f' e g' e a cocadeia obstrução à existência 
de homotopia (rel L VBi) entre as secções correspondentes. 
e 
i+l ,-1 Será denotada d(f',g') E C (B,L~{'fTi+l(p (bcr)}}). 
Especializaremos esses conceitos para simplexos ~k. 
Seja {f,f'): dl1k + IR.n uma IRq -imersão. 
O fibrado e principal com grupo estrutural 
e equivariante. 
GL(q) 
Podemos substituir TqiRn por V (IRn), pois sao homotopicame~ q 
te equivalentes, com GL(q) atuando à esquerda em 
Pelo visto acima, a obstrução a estender 
Vq(JRn). 
f' a T JRq[ok 
q -e a 




k A secçao s: ai'\. -+E' e definida por s(x) = (((,f' {X}), onde X 
e um vetor qualquer de T lRq q 
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na fibra sobre 
A obstrução é c(f') c Ck(ók, 
k 
X C 36 • 
onde b e o a classe de homotopia da aplicação 
baricentro de bk. Lembremos que s 1 é o estágio final da homotopia 
st, com s 0 = s , e que recobre a homotopia gt: ôll.k 4 bk com 
g 0 (x) = x e g 1 (x) = b. 
1.3.24. TEOREJl.1A: 1I (f') 
Demonstração: Basta calcular a classe de homotopia da aplic~ 
çao s 1 : 3/Jk-+ p'-l (b) = Vq(IRn). 
Isto pode ser feito a partir de uma trivialização ~ do fibra 






Como uma trivialização 
.((X, V)) (p (X) ,XV), onde 
a classe da aplicação. 
X~ (X, f' (X) )....__t (x,Xf' (X) )1--T Xf' {X) 
Vq{IRn) é dada por 
VcVq(lRn),c(f') (ók) 




é a matriz identidade da fibra (TqiRq)x = GL(q). 
Isto rr1ostra que c (f') (l'lk) é a classe da aplicação 




-que e exatamente T(f'). 
Um cálculo s-eMelhante determina d(f' ,g') {!Jk). 
1.3.25. TEOREMA: Sejam (f,f') e (g,g'): bk + IRn duas JRq- imersões 
tangentes em a ll k. Então .íl (f' , g' ) == d (f' , g' ) ( L'l k) . 
Os próximos teoremas relacionarão propriedades de extensão de 
aplicações equivariantes com as correspondentes propriedades de IRq-
imersÕes de simplexos. 
1.3.26. TEOREMA: Seja (f,f')_: 8.6k-+ IRn uma IR.q- imersão, com k<n. 
Suponhamos que exista uma extensão equivariante 
h': TqiRqi'k + Vq(IRn) de f'. 
Então (f,f') pode ser estendida a uma JRq - imersão 
(g,g'): L'lk-+ JRn com h' "' g' (rel al',"'). 
e 
Demonstração: Como f' admite extensão, T(f') =O. 
Por 1.3.16, (f,f') admite uma extensão (K 1 K 1 ) com K 1 
dente com h' em TqiRq I dAk. 
coinci 
Por 1.3.18c, existe uma lRq-imersão (g,g 1 ): Llk-+ JR n tal 
que D(K',g') = d(K 1 1 h'). 
Então d(g',h') =d(g',K')+d(K',h') = Q(g',K') +d(K',h'). 
COmO d ( K I 1 h I ) = rl ( K I I g I ) = -íl ( g I 1 K I ) I temOS d ( g I t h I ) = Q 




1.3.27. TEOREMA: Sejam (f,f'), (g,g'): llk -+ rn.n duas JRq -imersões 
k s . tangentes em dll • eJa uma homotopia equiv~ 
riante (rel dllk) entre f' e g'. 
Então existe uma JRq-homotopia regular (rel dllk) (ft,f~) entre 
(f,f') e (g,g') tal que as duas aplicações de TqJRq[llk x I em 
V (IR 11 ) dadas respectivamente q 
equivariantemente homotópicas 
por (X,t)t-----+ h'X 
t 
(rel (T IRql allk X 
q 
Aqui o grupo GL(q) age trivialmente sobre I. 
Demonstração: Segue de 1.3.18 d. 
-sao 
nJ), 
Vamos agora aplicar estes resultados a subcomplexos de varieda 
des. 
Em tudo o que segue 1 H é uma variedade diferenciável de dimen 
sao k, que admite triangulação C~ de modo a cada simplexo se apr§. 
sentar mergulhado em M, e N é uma variedade diferenciável de dimen 
são n sem bordo. 
1. 3. 28. TEOREMA: Sejam K e L subcomplexos de .H com K C L. 
Seja (f,f'): K 7 N uma M-imersão e suponhamos que f' se esten 
da a uma aplicação l{l': TkMjL + TkN equivariante. 
Seja E um número positivo. 
Então existe uma M-imersão (g,g'): L+ N tal que 
1) (g,g')jK = (f,f'); 
2) g' "' r!J'{rel K) ; 
e 
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3) se q;: L+ N e a aplicação recoberto por$', então 
distância (g (x), $ (x)) < e: , Vx e: L. 
Demonstração: A idéia é reduzir tudo ao caso de estender uma i 
mersão definida no bordo de um simplexo de M cuja imagem se localize 
n -numa vizinhança coordenada de N (e portanto em m ) . Entao usamos a 
existência da extensão de f' para concluir que T(f') =O. 
Seja U ={Ui} uma família de abertos coordenados convexos, de 
diâmetro menor que e: em N, que cobre $(L). 
Seja L' uma subdivisão de L suficientemente fina para que cada 
simplexo cr de L' esteja contido numa vizinhança coorGenada, e tenha 
sua imagem $(o) em algum Ui. 
Denotemos por U(o) um particular elemento da família U tal que 
•(o) C U(o). 
Seja V(o) = n U(p), com a intersecção tomada sobre todos os 
acp 
simplexos p que possuam a por face. Então V(a) e vizinhança 
coordenada convexa e contém ~(a). Ainda, se a c p, V(a) c V{p). 
que: 
Seja L. a união de K com o i-ésimo esqueleto de L'. 
l 
Vamos definir indutivamente uma M-imersão (h.,h~): Ll.~N tal 
l l 
i) hi (o) C V(o); 
ii) existe uma homotopia equivariante {rel K) Wt entre 
hj_ e <P'I (TkMjLi) tal que se a c Li e X c TkMja, então 
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iii) (h., h~liK ~ (f,f'). 
l l 
Esta indução completa a demonstração do teorema. 
O primeiro passo é dado definindo-se (h 0 ,h~): L 0 + N por 
(h 0 ,h~) = ($,$') IL 0 • ~ Coo e é uma M-imersão pois uma extensão admis 
sivel pode ser construída usando-se a projeção do fibrado nos pontos 
de L 0 - K e coincidindo com (f,f') em K. Satisfaz (i), (ii) e {iii). 
Agora suponhamos que (h1 ,hi): Li + N seja uma M-imersão para 
a qual valem (i), (ii) e (iii). 
Seja 
IRk e 
Seja a<= Li+l um simplexo de dimensão i+l nao contido em K • 
W urna vizinhança coordenada de a em M. Identificando-se W com 
V(a) com pode ser pensada como uma IRq- imer 
sao de n ôa em IR • 
(ii) • 
Por 1.3.26, podemos estender (h1 ,hi) a a de modo a satisfazer 
Se a c K, definimos {h.+ ,h~+) como sendo (f,f') lo • 
1. 1 l 1 
Desse modo, (h.,h~) pode ser estendida sobre cada (i+l)-simple 
l l 
xo de L. Além disso, podemos supor que todas essas extensões coinci 
dem em alguma vizinhança de L, como vimos na prova de 1.3.16. 
Então colocamos todas as extensões juntas e obtemos (hi+l, hi+1) 
satisfazendo (i), (ii) e (iii). 
Isto completa a indução. 
O próximo teorema é tecnicamente mais elaborado e não apresen 
taremos sua demonstração. 
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1.3.29. TEOREMA: Sejam K e L subcomplexos de M com K c L. 
Sejam (f,f'), (g,g'): L-+ N duas M-imersões. 
Seja (ft,ft): K -+ N uma M-homotopia regular satisfazendo as 
seguintes condiçÕes: 
ii) existe uma homotopia regular de uma vizinhança de K em N 
que e extensão admissivel de ft em cada estágio t. 
Suponhamos também que tt p0 ssa ser estendida a uma homotopia 
equivariante ~t= TkMIL + TkN tal que 
Seja e > O. 
<PQ = f' e •• - g' 'I' 1 - • 
Conclusão: (ft 1 ft_) pode ser estendida a uma H-homotopia 
lar (ht,ht): L -+ N tal que: 
1) (h 0 ,h;) = (f,f') e (h 1 ,hil = (g,g') ; 
-
reg~ 
2) as aplicações h' e ~~ de (TkMjL) x I em TkN sao equiv~ 
riantemente homotópicas (rel(TkMIL X ar} u (TkMIK X I)); 
3) existe uma homotopia regular de uma vizinhança de L que e 
extensão admissivel de ht' para cada t; e 
4) se ~t: L ~ N é a Única aplicação recoberta por ~t , então 
distância (ht(x), ~t(x)) <E • 
Demonstração: Vide [H]. 
Podemos agora concluir pela existência de bijeção entre as 
classes de homotopia regular de imersões de M em N e as classes de 
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homotopia equivariante de TkM em TkN , desde que k < n. 
1.3.30. COROLÁRIO: Se k < n, a associação f~ f* fornece uma bij~ 
ção entre as classes de homotopia regular de imersões e 
as classes de homotopia equivariante de TkM em TkN. 
Demonstração: E claro que se as imersões f e g: M ~ N forem re 
gularmente homotópicas, então f* e g* serão equivariantemente ho 
motópicas. 
Reciprocamente, dada uma aplicação equivariante f': TkM 4 TkN, 
aplicando-se o teorema 1.3.27 com L=M e K vazio, obtemos uma imersão 
f: M 4 N com f*~ f'. 
e 
A injetividade decorre de 1.3.28. 
§ 4. APLICAÇÕES DA TEORIA DE HIRSCH 
Apresentaremos a seguir alguns resultados que demonstram o al 
cance e a profundidade do trabalho de Hirsch. 
O TEOREMA DO FIBRADO NORMAL 
Como vimos em 1. 1.1, se f: Mk -+ IR n for uma imersão da varie 
dade Mk em IRn, com n > k, existe um fibrado vetorial v(f) de posto 
n- k, denominado fibrado norMal da imersão f, que satisfaz a equ5!. 
-çao de fibrados 
TM ffi v(f) ~ n. 
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Hirsch idemonstrou a reciproca do exposto acima 
dado um fi brado vetlorial v com TM Etl v = n, então existe uma imer-
sao f : M + IRn cujo fibrado normal e isomorfo a v 
Isto reduz o problema da imersibilidade de M a se co -
nhecer o fibrado v de menor posto tal que a soma de Whitney 
TM ~ v trivialize. 
Em tudo o que segue, Mk e uma variedade diferenciável 
de dimensão k < n. 
Como usualmente, identificamos Trnr com Vr(Rn), 
por translação paralela. 
1.4.2. TEOREMA: Mk imerge em mn com um r-campo transversal se 
e somente se existe uma aplicação equivariante \f': Tkl'-1 + Vk+r(IRn). 
k n Além disso, dado tal~, existe uma imersão f: M +IR e um r-cam-
po transversal ~tal que a aplicação TkM + Vk+r(llin), definida 
JOOr (X1 , •.• ,Xk) ~ (f*X1 , .•. , f*Xk,cpl(x) , ... ,<fir(x)), 
onde os vetores tangentes Xi estão na fibra sobre xeM e 
<P (x) = (<;(1 1 (x), ••• ,cpr (x)), é equivariantemente homotópica a \f . 
Demonstração Se M imergir em R n com um r-campo tran~ 
versa! <f> : M + V r (JR n), a aplicação equivariante 'f': TkM -+Vk+r (R n) 
e obviamente definida por 
\f(X 1 , ••• ,Xk} = (f*X1 , ... ,f*Xk,cf>l(x), ... ,cpr(x)}, 
V (Xl' .•• ,Xk) € (Tk~!)x. 
Vamos provar a reciproca. 
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Suponhamos dada uma aplicação equivariante 
Seja n n -p: Vk+r (IR ) -+ Vk (JR ) a projeçao fibrada que despreza 
os Últimos r vetores de cada (k+r) - referencial. A composta 
po\jJ: TkM + vk (IR n) é equivariante. 
Aplicando-se o teorema 1.3.28, com L= M,N = IRn e K vazio 
existe uma imersão f: M-+ lRn tal que f*: TkM-+ Vk(IRn) ê equiv~ 
riantemente homotópica a po\jJ. 
Em termos de diagrama temos 
e como p: Vk+r(IRn) -+ Vk(IRn) tem a propriedade do levantamento de 
homotopia, existe uma aplicação equivariante g: TkM-+ Vk+r(IRn) com 
pog = f*. 
Podemos então definir um r-campo transversal a f, 
por tP {x) = (Yk+ 
1
, ••• , Yk+r), onde 
g(X 1 , ••• ,Xk) = (Y 1 , ••• ,Yk+r)' para qualquer referencial 
(X 1 , •.. ,Xk) E (TkM)x. 
Pela definição da açao de GL(k) sobre n vk+r(JR l' 
Como pog =f*, os vetores Y1 , ••• ,Yk geram o espaço tangente 
a f (M) em f (x) e portanto t;J e um r-campo transversal. 
Isto completa a demonstração. 
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1.4.3. COROLÁRIO (TEOREMA DO FIBRADO NORMAL): Seja n-k v um fibrado 
vetorial de posto n-k sobre a variedade Nk e suponhamos que 
T.H Eil vn-k = n. Então existe uma imersão f: Mk -+ lR n cujo 
normal é isomorfo a v. 
fi brado 
Demonstração: Como TM ffi n-k v e trivial, existe uma aplicação 
fibrada 
TM @ v i --> M X 
+ + 
M --> M 
Seja i I TM: TM -+ M x JR n a aplicação definida por 
(i[TM) (X)= i(X <!I 0), VX e TM. Seja n n p 2: M x IR -+ IR a projeção 
na segunda coordenada. 
A aplicação composta g = p 2o (iiTM): TM-+ IRn e linear injet~ 
ra quando restrita às fibras de TM. 
Então podemos definir urna aplicação equivariante 
ljJ: TkM-+ Vk(IRn), dada por t/J(X 1 , ••• ,Xk) = (g(X 1), ••• ,g(Xk)), 
V{X 1 , ••• ,Xk) E TkM. 
Aplicando o teorema 1. 4. 2, conseguimos uma imersão f: Mk -+ IR n 
com f o • 
* e 
Sejam e yl o fibrado canônico e seu com 
+ 
Gk(IRn) 
plementar ortogonal sobre a grassmanniana dos k-planos de IRn. 
A aplicação equivariante tf!: TkH-+ Vk (IR.n) e a imersão 
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f, M + lRn induzem aplicações fibradas 
TM , k Yn e TM 
__ , k 
Yn 
+ + + + 
M • , Gk (IR n) M f Gk(lRn) 
__ , 
_I -1 j_ 
respectivamente, com v= ~·yi e v(f) = f·y 
-Como W ~ f* , temos ~ ~ f e portanto v(f) é isomorfo a v , 
e 
uma vez que aplicações classificantes homotópicas induzem fibrados 
isomorfos. 
1.4.4. COROLÁRIO: Se Nk e paralelizável, então Mk imerge em lRk+l. 
Usando a correspondência entre aplicações equivariantes e sec 
-çoes (1.3.21), o teorema 1.4.2 pode ser reenunciado como segue. 
1. 4. 5. TEOREMA: A variedade r1k imerge em lR n com um r-campo transve_E 
sal se e somente se o fibrado associado a TkM com fibra Vk+r(IRn)tem 
-uma secçao. 
Quando o fibrado normal de uma imersão apresentar um subfibra 
do trivial, é possível reduzir a codimensão da imersão. 
1.4.6. TEOREMA: Se Mk imerge em IRn+r com um r-campo transver 
- k . n 
sal, entao M lmerge em IR • 
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- " IRn+r-1 Demonstraçao: L suficiente mostrar que M imerge em 
com fibrado normal que possua (r-1) secções independentes. 
Seja f: Mk ~ IRn+r uma imersão com um r-campo transversal.P~ 
demos ortonormalizar esse campo, obtendo um r-campo ortonormal ~- c~ 
da coordenada Si de S determina uma aplicação de M na esfera uni 
tária sn+r-l de IRn+r I que também denotaremos por si. 
Seja n+r-I . -~: TkM ~ Tk+r-Is a apllcaçao dada por 
rp(X 1 , ••• ,Xk) = (f*X 1 , ••• ,f*Xk,Sl {x), .•• ,e;:r-I (x)), onde o k 
cial tangente (X 1, ..• ,Xk) está na fibra sobre x. 
Então rp e recobrimento de Sr e é equivariante: 






Como k < n+r-1 , pois n > k e r ~ 1, a aplicação Sr e ho 
- - 8n+r-I • rnotõpica a aplicaçao constante M + a E 
Esta homotopia pode ser recoberta por uma homotopia equivaria~ 
te ~t com ~o = ~-
Então ,. T H -+(T sn+r-I) a= v (IRn+r- 1 ) ~1= k k+r-1 k+r-1 e equiv~ 
riante e podemos aplicar o teorema 1.4,2, obtendo uma imersão de Mf 
n+r-1 - · em IR com (r-1) secçoes norma1s independentes. 
HOMOTOPIA REGULAR 
Vamos caracterizar as classes de homotopia regular de N2k em 
IR 4k através de uma bijeção nas classes pares de H2k(M 2k; Z), para 
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variedades compactas orientadas. Este resultado e uma generalização 
do teorema 1.2.4. de Smale. 
k 2k Sejam f e g imersões do disco D em IR tangentes no bordo 
Sejam vk (f) e vk(g) os fibrados normais das imersões f e g 
respectivamente e consideremos os fibrados de esferas associados 
S{vk{f)) e S{vk{g)) sobre Dk. 
Seja~ um campo de vetores normais à f(e ã g) definido em aok. 
- - k A cocadeia obstruçao a estender € a f(D )Jcalculada no gerador de 
k-1 
um valor c E nk_
1 
S e, do mesmo modo, a coca 
deia obstrução a estender € a g{Dk) fornece c' s nk-l Sk-l. 
C . d f. b - sk-1 c v { 2k) onsl eremos a l raçao k+l IR e 
+ 
v {JR 2k) 
k 
seja o operador bordo da sequência exa 
ta de homotopia da fibração. 
Temos o seguinte lema. 
1.4.7. LEMA, BO(f,g) C - C I o 
Demonstração: Seja sk a esfera obtida identificando-se 
bordo duas cópias de Dk, e seja B = v(f) ~ v(g) 
+ 
sk 




Seja w: sk -+ vk (JR zk) 
__ {f*(e 1 (x), ..• ,ek(x)), 
w(x) 





aplicação dada por 
X E sk + ' 
X E sk 
' 
onde (e 1 , ••• ,ek) é o k-referencial tangente canônico em Dk. 
Então ll(f,g) é a classe de homotopia de w e ternos 
Q(f,g) = w~ {S), onde Sé o gerador de 
tação de Sk que mantém a orientação de 
que corresponde a orien 
onde 
hemisfério superior 
Temos o diagrama comutativo 
B ~ v(f) I) v(g) 
a 
• 2k 
--"---> vk+ 1 ( lR l 
+ + 
sk _.;:w __ > vk ( lR 2k) 
1JJ e dado por 
--l(f .. e 1 (x), .•• ,f •. ek(x),X), 
• (X) 
(g*.e 1 {x), •.• ,g*.ek (x) ,X), 
se X c B com x E 
X 
se X € B com x € 
X 




Tik -1 s 
-----> 
identi-~,s;::-=-~> da de 
onde S(B) é o fibrado de esferas associado a B. 
Então dll (f,g) = dw:# (S) = as. 
' 
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~ fato conhecido de teoria de obstrução (vide [st], 35 .12} que 
d(S) é o indice de Kronecker da classe de cohomologia da cocadeia 
obstrução ã extensão em B pelo gerador de 
A cocadeia obstrução ã extensão da secção ~ dada assume os va 
lares c e -c nos hemisférios e s~ , respectivamente, desde 
que coerentemente orientados. 
Logo an(f,g) =as= c- c'. 
1.4.8. TEOREMA: Seja Mk uma variedade compacta sem bordo orientada 
de dimensão k par. Duas imersões f,g: Mk ~ IR 2k são regularmente ho 
motópicas se e somente se as classes normais e(v(f)) e e(v(g)) 
sao iguais. 
Além disso, qualquer classe de cohomologia par de e a 
l l d l . - k zk c asse norma e a guma ~mersao de M em IR • 
Demonstração: Se f ~ g, então seus fibrados normais sao equ~ 
r 
valentes e tem mesma classe normal. 
Como 2k niVk(IR ) =O para i< k, podemos deformar f de modo 
a coincidir com g(ef* com g*) no (k-1)-esqueleto de Mk, pelo teorema 
1.3.29. 
Podemos escolher a homotopia equivariante de modo que a coca 
deia obstrução ã extensão se anule no complementar de um disco Dk 
d k k k k -:mergulha o em M , uma vez que H (H - D ; Z} e nulo. 
com 
Então, sem perda de generalidade) consideremos f 
g em Mk- Dk. 
coincidente 
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Seja .; um campo de vetores normais ã f(Mk- Dk) = g(Nk- ok) 
e podemos supor que S está definido também no bordo de Dk. 
Seja k m E H (M;Z) o gerador correspondente a uma orientação de 
Dk. Temos e(v(f)) =c me e(v{g)) = c'm, onde c e c• são defini 
dos como em 1.4.7. 
Consideremos a fibração 
Como k é par, a sequência exata de homotopia se reduz a 
k-1 
"k s + _, + o 
que e a sequência 
Temos então urna sequência exata em cohomologia 
,. k 
--'----> H (M; Z) 
' 
induzida pela sequência acima. Como k H (M; Z) = Z , ô *=O e ô * -e inj~ 
tor. 
Pelo lema 1.4.7, 1* (DifiDk, giDk)m) - (c-c')m-
e(v(f))- e(v(g)). 
Logo e(v(f)) - e(v(g)) implica nlfiDk, giDk) -O e porta~ 
to f e g são regularmente homotópicas. 
Seja agora a - 28m E H*(Mk,Z), onde m é o gerador correspon 
dente ã orientação de um disco ok mergulhado em Hk. 
Queremos encontrar uma imersão g: Mk ~ IR 2k tal que 
e(v(g)) -a. 
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2k Como niVk(JR ) =O, para i< k, o fibrado associado a 
com fibra Vk(m 2k) tem uma secção1 e, pelo teorema 1.4.5, existe 
imersão f: Mk ~ IR 2k. 
Pelo teorema 1. 2. 3, existe uma imersão g 1 : Dk c rvf -r IR zk 
tangente à f em dDk e tal que n {g 1,,f lok) = B. 
uma 
Podemos então construir uma imersão g: Mk + JR zk que estende 
g 1 e que coincide com f em Mk- Dk, utilizando o lema 1.3.12 para de 
formar suavemente g 1 e obter uma imersão C
00
• 
Então a*(n(giDk, fiDk)m) ~ e(v(g)) - e(v(f)), e como a* -e 
multiplicação por 2, temos 26 = e(v(g)) - e(v(f)) ou 
e(v(g)) ~a+e(v(f)). 
Como e(v (f)) está fixada e a é arbitrária par, podemos en 
contrar imersões g: Mk -+ JR 2k que realizam quaisquer classes pares 
desejadas. 
1.4.9. OBSERVAÇÃO: Se~ nao for compacta ou sem bordo, Hk(M;Z) =O , 
e as classes de obstrução se anulam. 
Portanto duas quaisquer imersões f e g de Hk em IR 2k ser ao 
sempre regularmente homotÓpicas. 
1.4.10. TEOREMA: Duas imersões quaisquer de Mk em IRzk+l sao sempre 
regularmente homotÓpicas. 
Demonstração: A obstrução a homotopia regular toma valores em 
-que e nulo. 
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James e Thomas, em [J-T], de 1966, utilizando o trabalho de 
Hirsch, provam os seguintes teoremas. 
1.4.11. TEOREMA: Seja Mk uma variedade diferenciável e seja o fi 
b . - d k n rado normal de uma 1mersao e M em IR , com n > 2k + 2 • 
Então o conjunto das classes de homotopia regular de Mk em IRn 
e equivalente ao conjunto das classes de secções do fibrado dos k-re 
ferenciais ortonormais associado a ~ 
Observemos que n-k v está no domínio estável, pois n ~ 2k + 2, 
e portanto sua classe de isomorfismo não depende da escolha da imer 
- k n sao de M em IR • 
1.4.12. TEOREMA; Seja Mk uma variedade que imerge em IRk+l. Então o 
conjunto das classes de homotopia regular de imersões de Mk em Ek+l 
ê equivalente ao conjunto das classes de homotopia [M,SO(m+ll]. 
Como S0(3) e o espaço projetivo real JRP 3 , temos 
1.4.13. COROLÁRIO: Se M2 é uma superf!cie fechada com característica 
2-X 
de Euler x 1 então existem precisamente 2 classes de homotopia 
regular de imersões de 1'-1 2 em IR 3 . 
Por exemplo, existem 2 2 4 imersÕes dO tOrO S 1 X 51 em JR3 1 




UMA CONSTRUÇÃO GEOM~TRICA PARA FIBRADOS DE ESFERAS 
§l. UMA ESTRUTURA DE GRUPO PARA CLASSES DE HOMOTOPIA DE APLICAÇÕES DE 
ESPAÇOS TOTAIS DE FIBRADOS DE ESFERAS COM SECÇÕES 
2.1.1. CONDIÇÕES GEOM~TRICAS SOBRE O FIBRADO 
Consideremos uma variedade diferenciável Mm de dimensão m e um 
fibrado vetorial ~ sobre M com fibra IR k+l dotado q_e métrica ri e 
manniana. 
Suponhamos que Ç admita duas secçoes linearmente independentes 
e portanto se decomponha na soma ~ = v m 1 m 1, onde 1 representa, co 
mo usualmente, o fibrado trivial de posto l sobre M. 
Nestas condições, o fibrado de esferas associado Skc: S(~) apre 
+ 
M 
-senta duas secçoes s,s': M + S(S) que podemos considerar perpendicula 
res entre si. 
Representaremos um ponto de S(S) por (x,z), com xEM e z na fi 
bra sobre x. 
Para cada xEM, o vetor s' (x) determina na fibra Sx um hiperpl~ 
no equatorial que lhe é ortogonal e que divide a fibra Sk de S(~) em 
X 
dois hemisférios Sk+ e Sk , com s• (x)sSk . Denominaremos s• (x) de p_o 
x x- x-
lo sul da fibra Sk. Como s(x) é ortogonal a s• {x), situa-se no equ~ 
X 
dor da fibra sobre x. 
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Observemos que cada um dos fibrados de hemisférios 
e s~ c s_ (i;) 
• M 
e equivalente ao fibrado de discos Dk c D {v m 1) e S (.;) 
• M 
pela colagem, pelo bordo, de duas cópias de D(v m 1). 
e obtido 
Usaremos indistintamente a notação S(Ç) para designar o fibrado 
de esferas e seu espaço total. 
Seja E um espaço topolÓgico e fixemos uma aplicação contínua 
g: S (i;) + E. 
Seja ~ o conjunto de todas as aplicações contínuas f: S(Ç) -+E 
que coincidem com g na imagem da secção equatorial s, ou seja, 
fos = gos. 
Consideremos em ~ a relação de equivalência 
f 1 ~ f 2 se e somente se f1 ~ f 2 rel s(M). 
A classe de f no conjunto quociente ~~~ sera denotado por 
[f J . 
Vamos dotar o conjunto ~~~de uma estrutura de grupo~ 
2 .1. 2. LEMA: Para cada aplicação f em ~ , existe f c E I(' tal que 
i) fc ~f rel s(M), e 
ii) para todo xsM, a restrição + E -e constante 
igual a gos(x). 
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Demonstração: Vamos construir uma aplicação E: S(Ç). + S(Ç) tal que: 
a) E~ identidade rel s(M); e para todo xEM, 
b) e sobrejetora, e 
C) é constante igual a s(x). 
Feito isto, definimos fc = foE~ 
Uma tal aplicação E pode ser construída como segue. 
5'(.)() 
rcxJ 
Para cada xEM, seja r(x} a reta que passa 
pelo ponto s(x) e é paralela ao vetor determina. 
do por s' (x). 
Para cada k ZES , 
X 
z I s{x), seJa a(x,z) a cur 
va fechada determinada pela intersecção de 
2-plano de k+l com o lR que passa por z e con 
tém a reta r (x) . 
Consideremos a curva a(x,z) parametrizada 
por comprimento de arco À(x,z), com início em s(x) e sentido de pe~ 
curso de s(x) para z, passando primeiramente pelo hemisfério superior 
k 
sx+" 
Definimos E: S(~) + S(Ç) por 
E(x,z) ~ { a(x,z)(2À(x,z)), se -{s(x)}, 
s (x) , outros 
onde x pertence a M e z está na fibra k Sx sobre x. 
A definição de E é consistente, uma vez que se z for equat~ 
rial, 2À(x,z) é o comprimento total da curva a(x,z), e neste caso 
a(x,z) (2À(x,z)) ~ s(x). 
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Claramente E obedece às condições (a), (b) e (c) acima. 
2.1.3. DEFINIÇÃO: Dada ft::f:., uma aplicação satisfazendo a (i) e 
(ii) do lema 2.1.2 é denominada concentrada de f no fibrado 
dos hemisférios superiores 1 e será denotada por fc. 
Analogamente podemos definir uma aplicação f 
c 
de equivalência de f mas tal que a restrição f /sk 
c· x+ 
na mesma classe 
seja igual a 
gos(x), para todo XEM. Denominaremos uma tal f de concentrada de f 
c 
no fibrado S_{Ç) dos hemisférios inferiores. 
Estamos agora em condições de definir uma estrutura de grupo no 
conjunto quociente ~/""· 
2.1.4. MULTIPLICAÇÃO: Dadas f 1 ,f 2 c ~' sejam t? a concentrada de f 1 em 
S+(ç;) e f 2 c a concentrada de f 2 em S_(t;). 
Como t{ e f 2 c coincidem no bordo dS+(Ç) = 3S (ç;), podemos de 
finir uma aplicação f 1 V f 2 E~ por justaposição: 
(f, v f,)/ s_ (i;) 
Definimos então um produto em r;~ por 
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~ simples verificar que este produto está bem definido e e as 
sociativo. 
Denotaremos o produto de [f 1] por [f 2] simplesmente por 
[f,]. [f,] = [f, v f,]. 
2.1.5. ELEMENTO NEUTRO: Seja TI : S(~) +Ma projeção fibrada e seja n 
a composta n = goson. 
A classe 1 = [n] será denominada elemento neutro, uma vez que 
[f]. [n] = [n]. [f] = [f], v [f] E 'e f"'· 
2.1.6. ELEMENTO INVERSO: Seja r: S(~) + S(~) a reflexão equatorial em 
* * relação ao fibrado ~ m 1, dada por r(x,z) = (x,z ) , onde z é o re 
fletido de zcSk em relação ao hiperpla 
X 
no equatorial de s~ 
Como o equador de cada fibra é in 
variante por r, dada uma aplicação f em 
é. , a campos ta f o r ainda pertence a ~ . 
Definimos então a classe inversa de [f] corno sendo a classe 
[fr' =[for]. 
f: simples verificar que [f].[for] = [n] = [for] .[f]. 
2.1.7. NOTAÇÃO: O conjunto ~~~munido do produto definido em 2.1.4 e 
um grupo, que sera denotado por 
[s(f;), E; gos]. 
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Observemos que se M for um ponto, gos se reduz a escolha de um 
ponto base eEE e o grupo [s(~), E;gos] é o grupo nk(E;e). 
Em geral, o elemento neutro n não é necessariamente homotópico 
a urna constante, como mostra o seguinte exemplo. 
2.1.8. EXEMPLO: Sejam E= s(<) e g a identidade em s(<). 
O elemento neutro em [s(<) ,s(<);s] é n = [son]. 
Se son~ constante, como nos(x) = x, para todo x em M,concluímos 
que n~ constante, e portanto M é contrátil. 
LogoJse M não for contrátil, n não é hornotopicamente nulo. 
Se .o f 'brado çk+l d ·t· t • 1· t ~ s a ml lr res secçoes lnearmen e 
+ Mm 
independe!: 
tes, podemos definir uma rotação nas fibras S(~) que permuta os hemi~ 
férias superior e inferior, e o grupo [S(~) ,E; gos] será comutativo, 
qualquer que seja o espaço topolÓgico E. 
2.1.9. TEOREMA: Se Çk+l possuir três secçoes linearmente 
+ Mm 
tes, o grupo [s(ç:) ,E; gos] e abeliano. 
independe~ 
Demonstração: Sejam s,s' e s" as três secções ortonormais de 




As secçoes s' e 5 11 geram um subfibrado J1 de 2-planos t ..... ivial 
que orientaremos pela escolha {s"(x) ,s' (x)) para cada fibra ~x sobre 
xcM. 
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Para cada z na fibra Sk de S(S), seja S(x,z) a curva intersec 
X 
çao de S~ com o 2-plano que passa por z e é paralelo a ~x· 
s" 
s' 
Consideremos S(x,z)parametrizada por 
comprimento de arco, com início em z e 
com orientação compatível com a escolhida 
para ~x· Seja l(x,z) o comprimento de uma 
volta da curva S(x,z). 
Definimos a rotação de 180° p: S(~) + S(Ç) por 
• 
Temos p homotópica a identidade (rel s{M)) e p permuta os fibra 
s_ (i;). dos de hemisférios S+(Ç) e 
Dada f E re, sejam fc e 
respectivamente. Observemos 
fc as concentradas de f em S+(~) e S (S), 
que fcop = f . 
c 
Sejam agora f 1 ,f 2 c te. Como (ft v f 2 ) op 
[fz v ft] e o grupo é abeliano. 
Em geral, o grupo [S(Ç) ,E; gos] nao deve ser abeliano. 
Achamos que um possivel contra-exemplo é o seguinte. 
2.1.10. Seja ~ o fibrado vetorial de posto 3 obtido somando-se duas 
t 
s' 
componentes triviais ao fibrado faixa de MÜbius: E,~m<lll<lll. 
Então o fibrado de esferas associadoS(~) possui duas secçoes 
se s' ortogonais mas não admite uma terceira. 
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Seja S(Ç) v S(S) o espaço obtido identificando-se duas 
de S(S} pela imagem da secçao s(S 1 ): 
scuvscu~ X s(8)) U (s(S) x seU 8 J , 
onde s(S) 8 é a fibra sobre e~s 1 • 
Consideremos as aplicações inclusão 
i,: se~l +se~) V S(S) e i,: seu+ seu v seu ' 
z ~ (z, sepez))) z ~ esepez)), z) 
onde p: S(S) + S 1 e a projeção fibrada. 
cópias 
Nossa conjetura é que os elementos [i 1 ]. [i 2 ] e [i,]. [i,] do 
grupo [se~), se~) v se~l;gos] são distintos, onde g:se~)+S{~) v se~l 
e dada por g ez) ~ es ep ez)), s ep ez) )). 
Conseguimos mostrar que não é possível existir uma homotopia 
(rel s (8 1 )) entre i 1 v i 2 e i 2 v i 1 com a exigência de que a homoto 
pia leve a fibra S(SJ 8 em S(S) 8 v S(S) 6 , para todo 8sS
1
• 
§2. A CONSTRUÇÃO DE SMALE PARA FIBRADOS DE ESFERAS UTILIZANDO-SE O 
FIBRADO TANGENTE AO LONGO DAS FIBRAS. 
Conforme orientação que nos foi dada, estudamos uma adaptação 
da construção do invariante de Smale para espaços totais de fibrados 
de esferas utilizando o fibrado tangente ao longo das fibras. 
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2.2.1. O FIBRADO TANGENTE AO LONGO DAS FIBRAS 
Seja MID uma variedade diferenciável de dimensão m e considere 
mos sobreM um fibrado vetorial de posto k+lcom estrutura diferenciá 
vel e dotado de urna métrica riemanniana. 
O espaço total do fibrado de esferas S(~) associada a~ é uma 
variedade diferenciável de dimensão m+k com fibrado tangente TS(~)que 
admite um subfibrado, denotado TFS(Ç), constituído pelos vetores tan 
gentes a curvas contidas nas fibras de S(~). Esse subfibrado TFS(Ç) é 
denominado fibrado tangente ao longo das fibras de S{Ç). 
O complemento ortogonal T 1S(Ç) de TFS(Ç) em TS(S) é equivalente 
~ 
' ao fibrado induzido TI"TM do tangente de M pela projeção fibrada 
TI: S(Ç) + M, e temos 
Em [c-s], Crabb e Sutherland, respondendo a uma questão de T.Y. 
Lam, mostraram a seguinte propriedade do fibrado tangente ao longo 
das fibras. 
Se Mm for uma TI-variedade, então a soma de Whitney 
2TFS(TM) = TFS(TM) m TFS(TM) é trivial se e somente se:(a) m = 2 ou 4; 
ou (b) a característica de Euler X(M) é divisível por 4. 
Assim, por exemplo, seM= Sk, 2TFS(TSk) é trivial se e somente 
se k = 2 ou 4, ou é Ímpar. 
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2.2.2. A CONSTRUÇÃO DO INVARIANTE 
Consideremos um fibrado vetorial ~ de posto k+l, com estrutura 
diferenciável, sobre uma variedade Mm, que admite uma secção não nula 
diferenciável. 
Fixando uma métrica riemanniana em ~, podemos definir o fibrado 
de esferas associado skc s{;),e o ponto s(x), determinado pela se c 
+ 
M 
çao na fibra S(.!;)x sobre xE:M, será denominado polo sul d"a fibra, como 
em 2.1.1. 
O subfibrado de Ç complemento ortogonal de s determina um fibr~ 
do de hiperplanos equatoriais que divide cada fibra S(Ç) em um hemisfé 
X 
rio superior S+(Ç) e um hemisfério inferior S (Ç) . 
X - X 
O papel desempenhado pela secção s é exatamente possibilitar 
definir hemisférios nas fibras de S(Ç). 
Agora queremos que o fibrado tangente ao longo das fibras res 
trito ao fibrado dos hemisférios norte TFS(S) ls+(S) trivialize, a fim 
de acompanharmos a construção de Smale. 
Seja r: S(S) + S(Ç) a reflexão equatorial em relação aos hipe~ 
planos equ~toriais determinados pelo complemento ortogonal de s. 
A secção polo norte ros é um mergulho de Mm em S+(S) cujo fibr~ 
' do normal é (ros) · (TFS(~)). Se este for trivial, podemos definir um 
campo v de k-referenciais tangentes ao longo das fibras em S+(S), uma 
vez que o fibrado de hemisférios S+(S) se contrai na secção ros. 
Com essa condição, podemos realizar uma construção análoga a de 
Smale. 
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. . - n SeJam f e g duas 1mersoes de S (f,;) em lR , n>m+k, coincidentes 
em S_(i;). 
Definimos QF(f,g): S(i;) +Vk(lRn) por 
nF(f,g) (z) = f*(z) .v(z) I se ZE:S+(l;:), e 
IJF(f,g) (z) = g.(rz) .v(rz) ,se zcS_(i;l. 
Essa definição é consistente pois f* e g* coincidem no equador 
de cada fibra de S(~). 
Se a variedade M for um ponto, .QF(f,g) é exatamente o invarian 
te de Smale. 
2.2.3. OBSERVAÇÕES SOBRE AS HIPCiTESES 
A exigência das duas imersões f e g coincidirem em S (l;:) pode ser 
abrandada considerando-se f e g tangentes na imagem da secção s(M) e 
utilizando-se o lema 1.3.12 para deformar uma delas até coincidir com 
a outra em S_(l;:). 
A primeira dificuldade estrutural em nossa construção é que o 
conjunto das classes de homotopia [S{l;:) ,Vk(:nf)] não apresenta uma es 
trutura de grupo, como no caso de Smale, que trabalhou com esferas. 
Esta situação pode ser contornada considerando-se fibrados Ç so 
, bre M com duas secções independentes, como em 2.1. 
Se o fibrado tangente ao longo das fibras não trivializar sobre 
a imagem da secção, ainda assim podemos realizar uma construção seme 
lhante à de Smale simplesmente trocando a variedade de Stiefel pela 
grassmanniana. 
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Dessa forma, dadas duas imersões f e g de s ( ~) em IR n coinciden 
tes em S_(!;), definimos 
~F (f.g) (z) = g*(TFS(0 ) , se 
rz 
zos_ (I;). 




de Klein sobre S 1 , onde o fibrado tangente ao longo das fibras e 
orientado. 
2.2.4. NULIDADE DE ~F(g,g). 





uma secçao,e tal que o fibrado tangente ao longo das fibras triviali 
ze em S+ {!;). 
Seja g: S(!;) -+ JRn uma imersão, com n>m+k. 
Nestas condições, a aplicação nF(g,g) se fatora de acordo com o 
diagrama 
onde ret: S(S) -+ S(!;) é a aplicação dada por 
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ret(z) = z se ZES+(~) e ret(z) 
equatorial definida em 2.2.2. 
r(z), se ZES_(S), sendO r a reflexão 
Como S+(S) tem o tipo de homotopia de Mrn, a aplicação g*.v é h~ 
motópica a urna constante, uma vez que os grupos de homotopia 
n -
'!fi (Vk (JR ) ) sao nulos para i<n-k e, como n>m+k, ternos n-k>m. 
Segue-se que OF(g,g) é homotopicamente nula. 
2.2.5. UM EXEMPLO: IMERSÕES DO TORO S 1 x S 1 • 
s (I;) = 
via!, 
s_ (E;) 
Seja S = S 1 x JR. 2 o fibrado trivial de posto 2 sobre S 1 • Temos 
h 
s' 
s1 X s1 e seja s: s1 + s1 X s1 uma secçao. 
Como o fibrado tangente ao longo das fibras T (S 1 s 1) -X e F tri 
consideremos um campo na o nulo v: s1 X s' + T (S 1 F X s 1 ) • 
Sejam f e g duas -imersoes de s1 X s1 em JR' coincidentes em 
= ( s 1 X s1> 
' 
de modo que está definida a aplicação 
OF(frg): gl x gl -+ Vl (JR3) • 
Corno V1 (IR 3 ) é homotopicamente equivalente a s 2 ,normalizando os 
vetores envolvidos, podemos considerar QF(f,g) como uma aplicação de 
glxgiems2. 
Por um teorema bem conhecido sobre o grau homolÓgico, temos 
QF(f,g) ~constante se e somente se grau (QF(f,g))= O· 
Por construção, grau (QF(f,g))= grau (f*.v) -grau (g*.v). 
Vamos então calcular os graus envolvidos. 
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Escolhamos geradores a de H2 (S 1 x S 1 ;Z) = z, B de H2 (S 2 ;Z) = z 
e~ de H2 (S 2 ;Z) = Z tais que <S,~> = 1 e e(TS 2 ) = 2S, onde e é a elas 
se de Euler e <,> e o indice de Kronecker. 
* <(fev) B, a>= <S, (f*.v)*a> = <S, grau (f*.v)11> =grau (f*'v). 
Por outro lado, temos uma aplicação fibrada 
T (s' s' l f* v' X > F 
+ + 
-
s' X s' f*. v s' > 
onde v 1 é o fibrado normal do mergulho canônico S 2 C JR 3 • 
O fibrado complementar de v 1 é TS 2 , e temos 
' (f*.v)' TS 2 = v(f) ffi n TS 1 , onde v(f) é o fibrado normal da 
imersão f: 5 1 X 5 1 + JR3, 
* ' ' Logo (f •• vl (e(TS')l~ e((f •. vJ·Ts') ~ e(v(f) <ll n·Ts 1 ) 
* e(v(f)).n e(TS 1 ) ~O, 
* e portanto 2(f*.v) S = O,donde grau (f*.v) =O. 
O mesmo acontece se trocarmos f por g, e ~F{f,g) e 
mente nula. 
homotopic.ê:_ 
Mesmo considerando imersões do toro em JR 4 , ternos r.!F homotopica 
a uma constante. Este fato é geral para imersões de S(;) em dimensão 
dobro. 
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2.2.6. NULIDADE DE QF(f,g) PARA IMERSÕES DE S(t;) EM JR '(m+k). 
Seja skc S(~) um fibrado de esferas com uma secçao 1 como em 
+ 
Mm 
2.2.2, tal que o fibrado tangente ao longo das fibras trivialize so 
bre a imagem da secção. 
Consideremos duas imersões f e g de S (Ç) -+ JR 2 (m+k) coinciden 
tes em S_(Ç;). 
Uma vez que as obstruções a f e g serem regularmente homotop2:_ 
c as tomam valores em n. V (IR 2 (m+k)) podemos deformar g de modo a ~ m+k ' 
coincidir com f no complementar de um disco m+k D mergulhado em S+(Ç), 
como na prova de 1.4.8. 
Então f*.v coincide com g*.v fora de Dm+k, e a obstrução a exis 
tência de homotopia entre elas é 
Como n V (IR 2 (m+k)) =O essa obstrução é nula e f*.v é homo 
m+k k ' 
topica ã g*.v,e consequentemente OF(f,g) é homotopicamente nula. 
2.2.7. OBSERVAÇÃO: Como, por exemplo, fixada uma imersão g do toro em 
R 4 , podemos construir infinitas classes de homotopia regular de imer 
soes coincidentes com g em {S 1 x S 1 )_, concluímos que a construção nF 
nao detecta classes de homotopia regular, pelo menos neste caso. 
Abandonando a hipótese de trivialização do fibrado tangente ao 
longo das fibras sobre uma secção, podemos ainda construir uma função 
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~F{f,g): S(l;) + Gk(lRn), como descrito em 2.2.3. 
Esta aplicação também não detecta classes de homotopia regular, 
pois, quando TFS(~) js(M) trivialize, ~F se fatora por 
I 
mas seu estudo apresenta interesse por estar relacionada com o fibra 
' do normal s" (TFS(I;)) do mergulhos: M + S(Ç), fornecido pela secçao. 
' 2.2.8. RELACIONAMENTO ENTRE ~F(g,g) E s· (TFS(Ç)). 
-Consideremos o fibrado de esferas Sk C S(Ç) com uma secçao e se 
ja g: S(Ç) n + lR ' 
~ 
n>m+k, uma imersão. Para facilitar a notação 
sentaremos por s: M + S(Ç) a secção polo norte. 
repr~ 
Denotemos por gF: S (!;) -+ Gk (JR n) a aplicação tangente ao longo 
das fibras induzida por g, que a cada zES(Ç) associa a imagem por g* 
do plano tangente ao longo das fibras no ponto z. 
Se tp(g,g) for homotopicamente nula, 
também o será. 
Como temos a aplicação fibrada 




canônico sobre a grassmanniana, concluímos 
' ~F(g,g) ~constante implica em s' (TFS(S)) trivial. 
' Reciprocamente, se s"(TpS(Sll for trivial, seja 
' 
v: M 7 s· ((TF)k(S(S))) um campo de k-referenciais. 
Então gFos se fatora por 
n 
e como TiiVk (R ) = O, para i=l, ••• ,m, pois n>m+k, ternos gFos 
pica a uma constante. 
que 
homotó 
Denotando por TI: S+(Ç) 7 M a projeção fibrada, temos soTI~ iden 
tidade e portanto 
9p ~ gFosoTI ~ constante, 
e como ~p(g,g) = gForet, temos ~F{g,g) homotopicamente nula, onde ret 
e a aplicação definida em 2.2.4. 
Mostramos assim que ~F(g,g) ~constante 
s (TFS(Sll for trivial. 
se e somente se 
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2.2.11. DEPENDENCIA DE ~F(g,g) EM RELAÇÃO A SECÇÃO 
Seja Sk C S(~) um fibrado com duas secçoes s 0 e s 1 e fixemos 
M"' 
uma imersão g: S (~) + lR n 
Denotemos por ~;(g,g) e ~~(g,g) as aplicações construídas con 
siderando-se s 0 e s1, respectivamente, como pelo norte. 
Se ~;(g,g) for homotópica a ~~{g,g), os fibrados induzidos 
' (ioret 0 ) "TFS(~) e(i 1 Dret 1) "TFS(~) são isomorfos, onde os Índices O e 
1 indicam as aplicações correspondentes às secções s 0 e s1. 
' Como ioret ~ so~, temos (ioret) "TFS(~) ôó (sorr) "TFS(O, e como 
' ' ' ' 
nos =identidade, .temos s; (s1 Orr) "TFS.(~) ~ s~ (soon) "TFS(.;), donde 
' ' 
= (s 1 orros 0 ) "TFS(O - (s 0 orros 0 ) "TFS(~) 
concluimos que ~~(g,g) ~ ~~(g,g) implica em 
' ' 
sjTFS(Ç) = s~TFS(Ç), ou seja, fibrados normais equivalentes. 
2.2.12. EXEMPLO: Consideremos o fibrado produto S 2 x S 2 • 
h 
s' 
Sejam s 0 e s 1 duas secçoes. Podemos considerá-las como aplic~ 
çoes de S 2 em S 2 projetando-as na fibra por composição com a segunda 
· - s' x s' + s'. proJ eçao p z: 
A classe de cohomologia obstrução a p 20 s 1 e p 20 so serem homotó 
picas é d{p 2 os 1 ,p 2 os 0 )c H2 (S 2 ;Z), que tem por representante a coca 
dei a 
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2.2.9. OBSERVAÇÃO: Como I; decompÕe Ell 1, onde l - fibrado se como a e o 







constante implica em f, trivial. 
2.2.10. EXEMPLO: Consideremos o fibrado tangente TS 2 sobre 5 2 e seja 
~ = TS 2 e 1. Claramente ç: é trivial e S 2 c s ( ç:) possui uma secçao s 
+ 
s' 
com s (TFS(Ç)) = TS 2 e portanto não trivial. Logo ~F(f,g) -nao e h orno 
topicamente nula. 
Também ~F(f,g) não é homotopicamente nula, para qualquer i roer 
-
sao f coincidente com g em S_{Ç), uma vez que ~F(f,g} classifica o fi 
brado (ioret) "TFS{Ç) , que é não trivial, onde i: S+(Ç;) 7 S(Ç) é a in 
clusão. 
De fato, temos a apl-icação fibrada 
' k (ioret) "TFS (i;) > Yn 
h + 
s (I';) tp(f,g) Gk(JRn) > 
' 
onde f*.x, se TIXt::S+ (i;) 1 
T (X) = 
(g.or) .x, se TIXES (0 • 
-
I I I I _ 
e s· (ioret)"TFS(é;) = (ioretos} "TFS(Ç) = s"TFS{~), que e nao trivial. 
' -Podemos então concluir que (ioret)"TFS{(}e não trivial e que ~F{f,g) 
não é homotópica à constante. 
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Podemos considerar p 2 os 0 e p 2 os1 aplicações celulares, e, para 
cada 2-célula D de 5 2 , supomos p 2os1 e pzos 0 coincidentes no bor 
do ao. 
A cocadeia ~(PzOSI 1 PzoSo) associa a Dum elemento de TizS 2 , e de 
notaremos por ~(p 2 os 1 ,p 2 os 0 ) .D:S 2 +5 2 um seu representante. 
Seja e(S 2 ) a classe de Euler de TS 2 e seja XEC 2 {S 2;Z) uma coca 
deia representante de e(S 2 ). 
Seja~ o gerador de H2 (S 2 ;Z), identificado com o de n 2 S 2 , tal 
que <x, 11> 2. 
Temos (ó.(p 2 ositPzOSo) .D}* J1 = .6.\l, com fisZ. 
seja D v 5 2 a união com um ponto co 
~ 2 
...:> mum de D com S • 
Seja f: D + D v S 2 uma aplicação que 
.... :I> cobre D e S 2 com f I ao = identidade ao e de 
/ 
grau l. 
O homomorfismo f* induzido por f nas cadeias celulares leva D 
em D + S 2 , onde 5 2 denota um representante do gerador ll· 
Seja h: D v S 2 + S 2 uma aplicação tal que 
hiS 2 === ll.(p2ost,p2oso). 
Temos hef :::: (p2osd In rel em. 
hjD (p 2 os 0 ) jo e 
Então os homomorfismos induzidos nas cocadeias celulares obede 
cem a: 
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* * * * (p 2 os,) (x) .D ~ (hof) (x) .D ~ (f oh) (x) .D ~ 
* h (x) (D+S 2 ) ~ 
* = (pzoso) (x) .D + x. (LlS 2 ) 
* = {pzOSo) (x) .D + ll.x.S 2 = 
* (pz•So) (x) .D + 26 ~ 
* 
= ((pzoso) (x)+Zt:.(pzosl,pzoso)).D. 
Em termos de cohomologia, temos 
* * (pzosi) (e(S 2 )}- (pzoS 0 ) (e(S 2 )) = 2d{pzos 11 pzos0 ) 
Se tivermos ~~(g,g) ~ ~;(g,g), então 
como visto em 2.2.11. 
' ' ' Como TF{S 2 X 5 2) = p;TS 2 ,temos (pzosl) 'TS 2 ~ (pzOSo) 'TS 2 , e po~ 
* * tanto (pzos 1 ) e(S 2 ) = (p 2 os 0 ) e{S 2 ) e a obstrução se anula: 
Concluímos que pzosl ~ p 2 os 0 e s 1 ~ s 0 .Como secçoes homotópicas 
sao verticalmente homotopicas [J-T], podemos escolher a homotopia 
tal que em cada estágio seja uma secçao. 
A recíproca é clara . 
Ainda considerando o exemplo do fibrado de esferas produto 
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5 2 x S 2 , associado a S 2 x IR 3 , seja s: S 2 -+ 5 2 x S 2 a secçao dada por 
+ 
s' 
s (x) = (x, (0,0,1)), VxE:S 2 • Temos. X $ 2 ). trivial, 
Fixemos uma orientação em S 2 x S 2 e sejam 
duas imersões tangentes em (S 2 x S 2 ) de modo que podemos considerar 
~F(f,g) tomando valores na grassmanniana orientada G2 (JR 6 ). 
Seja eEH 2 (S 2 X S 2 ;Z) a classe de Euler do fibrado Yl compleme~ 
to ortogonal do fibrado canônico y~. 
- I ' 
Como fF' Yl = v(f) $ p;Ts 2 , e valendo a mesma equaçao para gF, 
um cálculo simples mostra que 
* ~F(g,g)). ' e~ (e(v(f)) - e(v(g))) .p;e(S 2 ) e como 
por 2. 2. 8 , temos 
' (e(v(f)) - e(v(g))) .p"e(S 2 ), 
' 
o que mostra o relacio 
* namento de ~F(f,g) com as classes normais. 
Devido às dificuldade encontradas na generalização das conside 
rações acima, resolvemos trocar o fibrado tangente ao longo das fi 
bras pelo fibrado tangente global de S(Ç) e estudamos o relacionamen 
to entre a construção de Smale para fibrados de esferas e classes de 
homotopia regular de imersões. 
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§2.3. NOVA CONSTRUÇÃO DO INVARIANTE UTILIZANDO-SE O FIBRADO TANGENTE 
GLOBAL. 
Seja~ um fibrado de Bk+l -planos sobre a variedade Mm campa~ 
ta com uma secção não nula e com uma métrica riemanniana fixada de mo 
do que o -fibrado de esferas associado s (i;) admita uma secçao 
s: Mm -t- S(Sr. Considerando os pontos determinados por esta secção em 
cada fibra como pelo norte (e seu refletido equatorial como pelo sul), 
podemos· definir os fibrados de hemisférios S+(~) e S_(t;:) sobre M,corno 
em 2.1. 
2. 3 .1. DEFINIÇÃO: Dadas duas imersões f e g de S (E,) em JR n, com n>m+k, 
coincidentes em S_(i;), definimos a aplicação ~(f,g) :S(ç:) + 
por 
zcS_(~), 
onde rz e o refletido equatorial de z. 
n 
Gm+k (IR ) 
As aplicações tangentes f e g serao homotópicas (rel S_(Ç)) se 
e somente se ~(f,g) o ~(g,g)(rel S_(U ). 
·se S (~) for orientado, podemos fazer 4> (f ,g) tomar valores na 
grassmanniana dos (m+k) -planos orientados de lR n, - n Gm+k (IR ) • 
Vamos apresentar propriedades de tj>(f,g). 
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2.3.2. PROPOSIÇÃO: A aplicação ~(g,g): S(s) + G -(JR n). · com-
m+k '· n>2m+k, 
é homotópica a urna constante se e somente se o fibrado induzido 
s TS(~) sobreM for trivial. 
Demonstração: Seja g: s(Ç) + Gm+k(IRn) a aplicação tangente in 
duzida por g. 
Se ~(g,g} for homotópica à constante, a composta com a secçao 
pelo norte ~(g,g)os = gos também o será. 
' Como em 2.2.8, gos classifica o fibrado s 'TS (Ç), ·que_ e porta~ 
to trivial. 
' Reciprocamente, suponhamos s'TS(Ç) trivial. 
Denotemos por n 0 : S+(S) +Ma projeção fibrada. 
Temos o diagrama 
TS (1;) 
+ 
M <~ 0 > S+(s) ~> S(~) 
s 
onde i e a inclusão e, como sono é homotópica a identidade de S+(Ç), 
temos 
o que mostra que TS{Ç) ls+(Ç) é trivial. 
Consideremos então um campo v de (m+k)-referenciais tangentes 
sobre s+ (I;) • 
Seja ret: S(~) 7 S+(Ç) a aplicação definida em 2.2.4. 
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···Te~~~ ~ -diagrama comutativo 
~(g,g)> n Gm+k (IR ) 
n 
vm+k(IR ) 
onde p ··é ··a projeção usual que associa a cada referencial o plano por 
ele gerado. 
Como 1fiS+(Ç") _= 7TiM, e 'lTiVm+k(JRn) =O para i<n-(m+k)1a aplicação 
- ~ : -- . --- 'n. 
s-\~) +v: (JR ) é homotópica à constante, pois + m+k 
m = 2tn .-+-::k~·(Iir+k) <li.'- (Íit.:i-k). 
Portanto· ~--(g:;gj é homotopicarnente nula. 
· 2 • 3d> OBSERVAÇÃO SOBRE A CONDIÇÃO s . TS (i;) TRIVIALI ZAR 
k+l Como S · sobre M admite uma secçao, podemos decompô-lo na so 
ma de Whitney Ç k+l k v ffi l, e temos 
' ' ' s"Ts(l;) _ s" (n"TM m TFS(,)) = TM m k v ' 
onde TI: S(Ç") +Me a projeção fibrada. 
Pelo teorema do fibrado normal 
s(M) 1.4.3, se s"TS(S) for trivial, a varie 
: dade Mm irnerge em JR m+k com fibrado nor 
k 
mal v . 
Então, se ~(g,g) ~constante, Mm 
imerge em lR m+k. 
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R · t . .m . . m+k <. b k ec~procamen e, se M- ~merg~r em JR com ~~ rqdo normal v , 
temos S = vk $ 1 com a propriedade de s!TS(Ç) ser trivial,e portanto 
~(g,g) é homotopicamente nula 1 para qualquer imersão g: S(Ç) + 
n>2m+k. 
Vamos agora estudar imersões de s (t;:) em IR 2 (m+k). 
- 2 (m+k) Sejam f e g duas imersoes de S(S) em 1R -. ,_tangentes na irna 
gem de uma secção s: M + S(Ç). 
2.3.4. TEOREMA: As i.mersÕes f e g: S(i;) -+ m·2 _(m+k) S-ao_ , ~~gularmente 
homotópicas (rel s(M)) se e somente se as aplicações_ tang~ntes f e 
• I 
forem homotópicas (rel_s(M)). 
Demonstração: Como 7TiVm+k (lR 2 (m+k)) = O para ~<m)ck;:··-podemgs__ de 
formar f por meio de uma homotopia regular (rel s(M)), de modo a coin 
cidir com g no complementar de um disco Dm+k mergulhado em.S+(i;), co 
mo na prova de 1.4.8. 
Então a obstrução a f ser regularmente homotópica a g(rel s(M)) 
2(m+k) 
e o elemento Q(f,g)srrm+kvm+k(JR ), representado por 









X tS_ 1 
onde v e um campo de (m+k)-referenciais tangentes em Tm+kS(Ç} IDm+k. 
A obstrução às aplicações tangentes f e g serem homotópicas 
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- [-] 2 (m+k) (rel s (M)} e a classe w E:Tim+k Gm+k ( lR ) da aplicação 
W: Sm+k 4 Gm+k(IR 2 (m+k}), definida como w(x) = f{x), se xe:S~+k e 
W(x) = g(x), se xe:S~~k. 
- Ti:úrí'o'S: o- diagrama comutativo 
p-" ·é :p,roj e-Çã-o · usua~l > 
Corno a fibração Om+k C Vrn+k (JR 2 (m+k)) _E> Gm+k (R 2 (rn+k)) apr~ 
. 1 - ( 2 (m+k) . senta a 1.nc usao Om+k c Vm+k JR ) homotop1.camente nula {vide 
Jw]Jc,_ -a_-,-ap:lica:Ç-ãd Í.rtâuzida pela projeção 
P .;_· .• -~V. ·{·JR' (m+k).)· + G (IR 2 (m+k)) - .. t t d . ~ ··-"i m+k -- _TI i m+k e l.nJe ora, para o o 1. 
Logo [w] ~ p~ [w] é nula se e somente se[w] ~ ~(f,g) ~ O e te 
mos f ~ g rel s{M) se e somente se f~ g rel s(M). 
r 
e '- -
., -: • ,,, ,T '- " 
- .·- k+l k+l 
se·. o~,_fl.brad-o,.JR c S apresentar duas secçoes linearmente 
t 
. __ , -.. 
M 
iP.Pe_peOden.tes s e -s '., vimos em 2 .1 que o conjun·to das classeS de homo 
topia de' a.Piibações de s (Ç) em Gm+k em 2 (m+k)) coincidentes com g em 
s (M) define um grupo denotado por [s (!;), Gm+k (lR 2 (m+k)); ÇJos]. 
A cada imersão f: s (Ç) + m 2 (m+k) tangente a g em s (M) podemos 
associar o elemento [f] no grupo. 
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.-. ~-. '~ -- -
l-l - _, 2.3.5. Observemos que o elemento produto f. (g)_, -,~.:a:_cJaS;_S_e de hemo 
topia (rel s(M)) da aplicação t(f,g): S(<) + G (JR 2 (m+k)) bem 
m+k ' como 
o elemento neutro 1 = lgosorr] é a classe da aplicação ~(g,g). 
Com essa linguagem, o teorema 2. 3. 4 pode se L reescr.ito, _cc~nn9: 
. ~c-'~'~ -- --·- '-
-·' ::. -_ . -
2.3.6. TEOREMA: Sejam f e g imersÕes de S(l;) _elll JR.i::2 ~ll}_t~r_-_r·_,_t.p.:ng·entes.-·ern 




Considerando S(Ç} compacto, orientadO de dimensão m+k par,imer 
soes f: S(Ç) + JR 2 (m+k) induzem aplicações tangente.s ... fC.de·. S-:(-l;:) na 
- 2 (m+k) grassrnanniana Gm+k (JR ) dos (rn+k) -planos orientados. 
Denotemos por e a classe de Euler do fibrado :Yl..-_ '-·c.omplelllehtar 
-m+k - 2 {m+k) _ 
ortogonal do fibrado classificante y sobre Gm+k_(JR ·~ __ _ >) "" _, 
2.3.7. PROPOSIÇÃO: A aplicação 
x: [s<l;l, G (lR'(m+k))· rn+k ' 
-,-- . - __:: . 
dada per X ( [a] ) ~ * - -a {e), e um homomorfismo de grupos. 
Demonstração: A tripla {dS+{E;) ,S+{Ç) ,S(é;)) fornece a sequência 
exata, com coeficientes inteiros, 
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A retração ret:(S(Ç),dS+(Ç))-+ {S+(I;) ,as+{!;)) fornece uma inver 
sa a esquerda,.para•:·~ inc.lusão i, e temos ret*oi* = id, donde i* e in 
jetora. 
Logo a sequência acima se reduz a 
·- ·' : 
C::o"\o,Rm+dS+(t;),as+(l;)) ~ Hm+k(s_(t;),as~(t;)l ~ Hm+k(S(t;)l, pod~ 
mos escolher g~radores ~+e~- para Hm+k(S+(Ç) ,as+(!;)) e 
Hm+k(S_(I;),dS+(!;)), respectivamente, e considerar Hm+k(S(i;)) mergulh~ 
do .. n~_-_.9i.fl5JO[lal de Hm+k(S(I;),êls+(l;}) com gerador 11 = ll+ + 11_· 
- ' (m+k) -Dado$,{~}, [~Jc[s(t;), Gm+k(JR ); gos], temos 
,J~J.rllr 1 = [é].[scrl = [~(~,SJJ, conforme 2.3.5, e 
c s;<~_l = a*(U+) = 
:- '"' 
c a<; (1J_) s'; <~_l s';<~+l = "-• ()1+) + - - = 
c ) c ) = a* (u+ + ~ - s.<~+ + ~ = 
= a*(J.l) - s. (~) 
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* -Com isto, <cjl (a, S) (e} ,-).1> = <e, cf>* (a., f3) (11) > = 
.. · ' ' f:~ ;. ;.:;; ; 
-;· ' -~' 
s.<~>> = 
* -<a (e), ).1>-
* - * -
= <a (e) - 8 (e), ll>, 
, _.,, ;, T 
* -e portanto cf> (a,S) (e} a*(ê)- s*cê) = x<[a]l- x<[S]l, o que mostra 
que x é'homomorfismo. · ... 
m+k-- · ~-· --Pelo teorema 1. 4. 8, a cada classe, par de- H- ("S·U;;>)·) ,- correspo~ 
de uma classe de imersões f: S(~) + IR 2 (m+k) coincidentes com g em 
s (i;). 
Concluímos com isto que os elementos do grupo 
[ - '(m+k) - J - - · ., · S (S} ,Grn+k (JR ) ; gos que provem de imersoes consti.t-Uem·um sub 
m+k · ·) grupo isomorfo ao grupo das classes pares de H (S(~). -.. _, 
. ' \ 
No caso de m+k impar, como n V ( lR ' (m+k) ) = 
m+k m+k 
imersão g: S (I;) + IR 2 (m+k), o argumento utilizado na dt::.rnonSt~ação de 
1.4.8 mostra que existem somente duas classes regulares de imersões 
coincidentes com g em S (,;) .. 
Quando o elemento neutro~= [~(g,g)] for homotopicamente nulo, 
podemos trabalhar com a variedade de Stiefel no lugar da grassmanni~ 
na, o que e mais conveniente. 
' Vimos em 2.3.2 que isto ocorre quando o fibrado s"TS{;) so 
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}J~~ 1'1_~q:r:-):_r~y;h~~t- e:-~-:~P-~--L:;2~:~-3, esta situação é obtida ql.+a,ndo a va 
m m+k 
riedade M imergir em lR com um campo de vetores norma~:~~' ;:;.-.=_,: __ i; 
2.4. IMERSÕES DE S(l;) EM JRn COM TS(I;) is(M) TRIVIAL 
posto k+l sobre ~ ,y_a):'iedade rfl 
__ . __ comBac;ta,--.co;m mé-tr,iç.a 
· ·-'- ; '--' ·- '-' ·-.-~. '··-:·-rei ···-· ·" 
r~ffi;an_ni.ana 1 
' d d ' ck+l te LU epen entes, ou se]a,.possarnos escrever s 
__ :_))Como -,Eml,_~-. ..):1~ ?, f_~Pr?:do ._de esferas associado s (Ç) teff!, __ ~duas se c 
.Ç_-~e~-,_Ç?rtogC?_n~:t_s} s. ~~ '.5 '-1 er:9-enominaremos s secção equatori-al- e -a' se c 
-çao pelo sul. 
Suponhamos que o fibrado tangente de S(Ç) restrito a s{M) seja 
trivial. Como em 2.3.3, temos a equação fibrada 
' 
s"TS(I;) ~ k-1 TMG:lv E»l, 
' ' 
_;_-' .-. . :.: .. _: '- . 
e portanto esta hipótese é equivalente a M imergir em JR'il+k c~~ fibra 
do normal vk-I ffi 1. 
Uma vez que o fibrado S+(Ç) dos hemisférios superiores se con 
trae a s(M), o4'.ibrado TS(I;) ls+(l;) é trivial. Seja v:S+(I;) + Tm+kS(I;) 
um campo de (m+k)-referenciais tangentes sobre S+(Ç). 
Fixemos uma imersão g: S (!;) "* IR n, n>m+k, e denotemos por 
. - \ 
'i .•••• \ ,c. 
• .:.. . --, n -
g: S + ( Ç) "* V m+k ( JR ) a aplicaçao composta 
-
:".:ccc:n g(zY<= g*(z) iv(z) 
Queremos associar uma estrutura de grupo ao conjunto das elas 
ses regulares de imersões de S(i;) em mn, tangentes à g em s(M). 
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gicos aüXiliares. ---· --:: ('.c 
2.4.1. DEFINIÇÕES 
-=-"" --~ -~- _;_ ·rseja: A. o espaço topológico de toa·a:g;~'aS:-~PTi~~çÕ'e::(~'-Efquivarian 
tes·:·q-::. T~~ks·rs> + vm+k (mn) coincidentes·· ·com'-~g~;-·e:m::-T~+{s-{'ç;.fTS::(t}'/com 
a topolog1a compacto-aberta. 
-Sej-a· E o espaço topológico de toda-S' ·as:· aPl"i~~Çõe~ -~·:.;cc-_,:~Cantinuas 
8: s ({,r ..;_ 'Vin+k (IR n} coincidentes COlJI gor· "erri' s ~~( S1l c=Orn-o: a<:'~-~- ~tDPdl·O~ia 
compacto-aberta, onde r é a reflexão equatorial. : --~ ·._)_:_ '~' _. ,-___ ,_,, 
',·:., 
'·i'·'. 
2. 4. 2. LEMA: A é homeomorfo a L ' - ·--
Demonstração: Seja 0:}\+ E a aplicação dada por: para qEJ\, de 
n finimos .8Jq) : S { S) + V m+k ( JR ) corno 










'· ,,. ·c; --: J 
se ·· Z(S_(I;) • 
-, .. .·:-
• - " 'CO, ·I --· :<: - . 
Mostremos que G é sobrejetora. 
n SejaS: S(') + vm+k(IR ) , dada por S(z) ~. ( B 1 ( z) ~ ••. , Bm+k ( z) ) , 
.-> • -,. 
pertencente a E. 
Podemos definir q: Tm+ks{Ç) 4 n V (JR )--pnr.: m+k - r-__ _ -par;;:t' :: qualquer 
(m+k)-referencial tangente w = (w 1 , ••• ,wm+k)E(Tm+ks(Ç)) 2 na fibra so 
bre zÉS(Ç), pomos 
• 
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" ,, -oq(~"'"') = _-~ C,.,!L< '4.-'rVY- •:i 
~-' ~z,J, •.• , Bm+k (z)) .A ~ B (z) .A, 
lg* (z).w , se zsS_ (I;) 1 
; , --
' ,_.._ " 
onde AEGL(m+k) é à matriz determinada por 




" A·:-:.'Qiefi:n.'i:Ç-~-Cn.de-- -·q 'é'O: 1!:onsistente uma vez que, se zEas" (~)' 
-B(z) ~ gor(z) ~ g(z) ~ g*(z).v(z), e se w ~ v(z).A o(Tm+kS(~));';' te 
mos 8(z). A~ (g.(z).v(z)).A ~ g.(z).(v(z).A) ~ g.(z).w. 
.:-. !:J~ _, -, -C----·· ---,~r''' _.,;·. ·-· , •.. ' K~'equi'Variâlic'íá. -~re· q decorre de: se Br::GL (m+k) , 
VZE:S+ (Ç), 
- - "qr~;w:~i'~'il\'ií;(:Vczl .A) .a) ~ q ( z, v ( z) . (AB) ) ~ 
-, 
= j3(z) .AB = q (z,w) .B = B .q (ziw), 
Claramente 8(q) = S, pois, se zsS+(~), 
0(q) (z) ~ q(z,v(z)) ~ 8 (z), 
- 1 





A injetividade de 0 também é imediata, pois se q e q i .emA ·são 
tais que 0(q) = 8(q'), temos 
·.- -· 
q(z,v(z)) = q' <-::,v(z)), 
· ·:.3:·c:· ·<~: 
para VzES+ (ç;) , e 
q'(z,v(z).A) = q'(z,w), VwE(Tm+ks(ç;)) 2 , 
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e por;t-a-;nto·-q =:= q' • 
. , \-_•,' . 
-l .....;1 
Podemos então definir 0 : .r -+ A por e _: ({3o-) :;-; g:,) :} onde q e da 
do por 
q (z ,w) ~ {
S(z) .A, 
g*(Z) .w, 
se ZE.S+ (~), 
se ze:S_(~), 
onde A e a matriz dada por w = v(z).A, para 
-1 A, continuidade de 8 e 8 
\ ".' 
_:) 
. i-:?r) 0:0 ::.::. 
, ... 
'"i 
~~~atemos por /\/"'e o conjunto das cl~--~s7_~::~~ :~?W?r5_9[,>i~ equiv~ 
·.". 
riante, relativa a Tm+kS(I;) js_{O, de aplicações de A . 
Seja Ejrv o conjunto das classes de homotopia, relativa a S (;) , 
,;">!_, • • ::.-,. '') 
de aplicações de L. 
quocientes J\jrve e Ljrv . 
Este corolário decorre do fato dos caffiinhos em J\ e E serem ho 
motopias equivariantes (rel Tm+kS.(I;) js_{t;;l)-..;·:; ;C·.:-_'-~f:.. homotopi'ª='s, 
(rel S (.;} ) , respectivamente. 
2.4.4. DEFINIÇÃO: Seja 3 o espaço topológico das imersões de S(Ç) em 
n -IR , tangentes a g em S ( Ç) , com a por 
9 /"v o conjunto das classes de homotopia requl9r:) (:rel ,s,. tS}) de 
r 
imersões em 1 . 
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,~ ~-·~~~=-5. ~~O~~J~_:~3i~!J,--:~ftc~5~9:t;respondência 
. de ,h()l\'~toP.ia, ""~ul,~r c.-<el.~~ (Ç) l de á /"'r 
bijetora ent~~ ,<3:-!?,-._ classes 
• f ~ .__. __ . __ 
-- -~ ------.---.•--' _,_ --~ •••• ___ J __ , __ • __ - • 
e as classe.!:! de __ .)lQJ;!l9;179:Pia 
. '----. : .. -.··~ -::i.J'-'-·~-J-
equivariante (rel Tm+kS(~) ls_(~)) de .Â/"'e' desde gue ?>:m-J;~·"''-'·~'~.:::<~-:-
os 
- ' '·---
. "'-"'. ri_é_::õ(:; ' ' _- .-· 
Demonstração: -Definimos a: j /"- + A/"' r e 
colchetes indicam classes de equivaÍência. 
;_'~,·;,_cc-' ___ ,_~~~~"oôl ., \. '~ : ; \ 1 __ '::::: -,-- ·:: _ . 
• ·; .·::~- r• c,,_ ~~~~-'-~-; 'Ent::l:k~á~~?, .'-C~T; Vm.:-1::~:~:0:. ~) em .../\. • 
.-~ .. \9_de.J:Qo~ ~~of.r,. ~B~~-:<=tr~o :-.~~qrerna 1.3. 28, com 
lR n. Obviame~1:-E? .. (g!g-*)_ I ~ ... JS) é s (!;)-imersão 
-~~~-- - .J" ' 
e N = 
restrição de g* ao fibrado tangente sobre S_(Ç). 
Então ___existe uma. ~mer~ãq,_ (f,f*): S(Ç) + mn 
' - • ~-:_ ' -' I 
S_(,) e tal que f*~ q rel Tm+ks(') js_(,) . 
K = ~-~~),L :.SJÇ) 
.;:. c:. c:. _t- I_ • • <'. :-_,;_, ,_) 
. ~ogo a(,1üJ:.U~1;o [qJ e a e sobrejetora •. <f _1 ' 
- _, . 
' 
,.rsejam -?g9r~_.)-f ~ f_' duas imersões em j 




a ([f}) :" a (.[f :J l,, , ou 
" . ___ ,,, ,,, ,_ - -· 
;;;;.; 
A conclusão de que f r f' rel S_(Ç) decorre do teererrta. ,-1.3 .. -29, 
corno 
(f,f*)JS_(Ç) = (f',f~)IS_(Ç), essas restrições são t~iv~a~J;IJ.en:J;:.~_-r horno 
tópicas, e (g,g*) fornece a extensão admissível requerida em 1. 3. 29 
(i i) • .. -.. 
Ent4o.a é bijetora, como q~eriamos. 
··---· 'ci·! .: -:.. ,. 
2.4.6. TEOREMA: Existe bijeção entre .í /"-
r 
e 
~ bêirtórtStiáÇão ': · Decorre de 2. 4 • 3 -e 2. 4 • 5 • 
- 81 -
obServemos que as duas nossas 
-· -·iji~6~~~;es c .iii1da não foram ut1.lizadas; ··baStàlí.dó ülita·:pâi:a á:ê·firi:ff ·'oS:. fi 
brados· dé :'h~misférios. ., .. , "-- ' .::_- ~:· '" ' " ~i'.>:. 1:\ 
Podemos assim estudar as classes de j /"' r para imersões do to 
' • ' -·- -- > ; • ~ - ,_ .- --, 
decomposição celular conveniente, podemos mostrai<qué ê.XiStem somente 
~lia~ ~iá~~ei de -homotopia regular para_, i!r\Jt§~~-§ dé·~- Si- ~-~~;i-í- gJii IR3 coin 
·, 
., ' "- -
Como uma homotopia rel s_ (~) é em Par~icuiar' lima·'· --,-~, ·-homotopia 
associando a cada classe [S] t: r.;n.. a classe--cõrri"·mesmõ . : ::;_ ---~-: -- - :;.,;~ '·representante 
[sjo[s(i;r,'v~~k(JR n)' gos] ... _,L ~.;) '-, t i ' ' - . -:c 
DenoteinoS' por n o representante do 'eiement~; n~utró dó··gi~Up2;-;'"-~d~ 
n Vm+k (IR ) com 
-'- .. -
~ ( z) {
g(z) ~ 
g(rz) ~ 
g*(z) .v(z), se zcS+ (S), 
sê . dsJb' 
onde r e a reflexão equatorial. 
Seja [y'] uma classe arbitrária em [s (S), n -Vm+k(IR ); gos] 
A aplicação y '-' n, como construída ~Ut _2 ._1. ~ ,_ -- r?pr~!=)~:qta a pr~ 
- J -- - - -- - - - - <- - " 
pria classe [y} e coincide, a menos de homotopia relativa a s{M), 
com n em s_ (I;). 
' ~ ' - ,-~ . 
- ,,,_,_ ' -- . -· 
· .. ~ .. 82 -
Por meio de urna homotopia re 
lativa a deformar 
' 
. __ ,.:J :".. c.t :".·:_:-a -região --de c'o.i:riCi:'dê:l"feia ·-:;com ,,~úgo r-
, l '·.,'até torná-la s·:... ("~1-•. . - · 
; _____ ;, ,-, -- Denotetnos<-p@: :j r( .v:~) _urna. 
Podemos ent·ão dé:fí_I?-.:i,-,r' 'uma: função 
por j ( [y]) ;=, :b_<êr;l!' n4~ · 
Ternos ioj[yJ = [y]. "[r}:[S(<), Vm+k(IRn); gos] 
.• ,.-.,---·;····'"-r' ; .. ·--~:·.--:-._:,·,:;-·,'"'H" C. .. '-~'.-~: __ -
e .também 
:Fi[ii} ;;·te], v[ilj~ l:;'O, pois efs_U;l = g•rls_co e portanto j (f3 v n), 
, .C ~ (, .._; 
formada pela justaposiçã~:.Jf31S+,~~) v gor v g v gor, é ~~~otóp:i_ca 
.·:<:J·~:~ 
a 
13(rel S_U~)), uma vez que ~-~r.e 
o .... ' ":_-:; ~- :.: !_' 
g se anulam. 
Então i e j, 
., • J (_\ , •.• :_: 
-sao :i,nversas, 
e temos uma bijeção entre E/~ e 
o grupo [s(f;) ,vm+k(~~); gos]. 
Podemos então enunciar o seguinte 
2.4.8. TEOREMA: ~Seja Sk C 
-.;:J~rr;':'".(> j- ::/G - ,·-c . .:-oc_ 
S (ç;- t . um fibrado dé' ·esferas com duas se c 
~:-l:-S::.êifS~.f-q_;:togG,I}'!L,i9- ,~s- e s 1 e suponhamos que T +kS>~'t)j:f3 + ( ~) s~j.a··· trivial 
m . , -. -.! r ;:-~~:-.;;-· _ _.. 
'1 SPm <?,~pq_!:G!~;:,{m:tl}-·J -referenciais _tangentes v~:)+'t-~) -7- :Tm+kS·(-Ç) .: Seja 
. .', 
g: S ( Ç,) + JR n urna imersão, com -n>m+k. 
._, 'é' 
";r_ . , ,En_tão -~xi:s_;te uma. :correspondência bij e tora entre as classes de 
homot~g~a~:}=·~-gt~).;:~~ -(rel S_(Ç,)) de- imersões de S(Ç) em lR.n e os· elemen 
. - n -
t"s, dp g"u!>O ~[s (I;), vm+k (JR ) ; gosJ,~ .. .._ ' . "' __,.~v 
A correspondência é induzida .por cp dada por.: para cada: · iffie-i-'São 
{f.tz).v;(z)~, .se zES+(I;), ~(f) (z) ~ 
g* (rz) .v(rz), . Sé:·· ze:s:_tb~ 
onde',~:,-~ a reflexão em relação ao hif'erplano equator_:!-al __ Çletermii?-ado 
__ :o:[:~ --->-~' ,, . --·'::". --~, .: -··f' 
\ :: ' : "• ' por s . 
'1\.üi!ncú~ss~, se [~(f)] for 
" L -
igual ao elemento ne_ptro, .do grupo, f 
é 2 régllikrm~nte ho~otópica a g(rel S (Ç)) .-
• --~.' - --·1: _, -Demonstraçao: Decorre diretamente de 2~~-.f. 3, 2. 4. 5 g. .. 2. 4. 7. 
- ··-·---- ·---- "- .. ..-'' 
Ob~erve'I'itos que a construção de cp acima· é semelhante à do inva 
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